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PROLOGO DE LOS EDITORES

El Centro Estudiantes de Ingenieria « La Linea Recta», podemos
decirlo con orgullo, tiene y ha tenido una larga y reconocida labor
gremial. Mucho se ha hecho en otras épocas en ese sentido y espeecial-
mente en el campo de las publicaciones. Y no hablamos aqui de apun-
tes o de la publicacién de pequefias practicas, hablamos de obras serias
v de jerarquia, como son la edicién de libros que se han vendido y se
signen vendiendo en muchos paises de habla hispana.

La persecucién politica que sufriera nuestro Centfo, paralizé6 por
varios afios toda labor de envergadura. Durante esos afios no se pudo
hacer mucho. Se siguié adelante, a veces como se pudo, aunque debe-
nos reconocer gque 1o poco hecho en este periodo, reviste quizds mucho
més valor que lo mucho que se hace ahora.

Es que, una vez vuelta la normalidad, hemos tratado en todas for-
mas de recuperar el tiempo perdido. Improba y larga ha sido esta
tarea. Hoy se ve coronada con un éxito: esta publicacién. Una publi-
cacién que quiere ser, mis que nada, un ejemplo de lo que puede ha-
cerse en un clima de trabajo y estudio fecundo, donde la mente y el
espiritu pueden actuar tranquila y serenamente. Pero la edicién de
« Teoria de FEcuaciones» para nosotros no quiere ser solo la corona-
cién de un esfuerzo sino un punto de partida para una labor més
amplia y més efectiva. Quisiéramos seguir publicando obras, como
esta, que vayan llenando poco a poco todos los vacios que existen en
la bibliografia de habla hispana sobre las materias de nuestra carrera.
Cuando eso sea realidad, atin en pequefia parte, habremos realizado
entonces uno de nuestros viejos suefios.

Y viene el momento de agradecer a todos los que de una u otra
forma han colaborado con nosotros. Estas palabras finales quieren ser
para ellos un sentido agradecimiento.

Queremos recordar especialmente en estas lineas a los traductores,
el agr. J. C. Maquieira y el ing. Varela, quienes nos han seguido en

s
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todo instante, no sélo con el consejo eficaz sino con el trabajo per-
sonal de revision de las varias correceiones de pruebas. Ellos tienen
la mayor parte del mérito.

Unas palabras también para la MeGraw Hill que nos ha cedido el per-
miso para esta traduccién.

Y finalmente no podemos dejar de mencionar a los compafieros que
han estado a cargo de la Comisién de Publicaciones desde el afio 1955
a la fecha, Slemenson, Galtier, Vilas, Peral, Schifini, Estanga y Segre,
¥y a nuestro ex administrador, D. J. Canton y al actual, J. F. Pre-

gliasco, asi como a todas las «manos anénimass» que han hecho de
esto una realidad.

COMISION DIRECTIVA
Octubre de 1958.



PROLOGO DEL AUTOR

Este libro fué escrito para ser usado como texto en los cursos dedi-
cados a la teoria de ecuaciones de las universidades y colegios americanos.
Por ello es de cardcter elemental y, con pocas excepciones, sélo contiene
el material que ordinariamente se incluye en textos de esta indole. Pero
su presentacién se ha hecho tan explicita que el libro puede ser estudiado
por los alumnos sin la ayuda del profesor.

Cada tema que se trata en el texto se presenta totalmente desarrollado
y no se hace referencia a resultados que se encuentren por sobre el alcance
de este libro. Por ello es que, aun cuando contiene, en general, los mismos
temas que otros textos de uso corriente, los sobrepasa en tamafio. Unos
pocos tépicos que pueden omitirse sin perjuicio se encuentran sefialados
con estrellitas negras. Numerosos problemas se- agregan al final de cada
seccién principal. En su mayoria son simples ejercicios; pero los que
encierran mayores dificultades estdn sefialados con asteriscos.

En cuatro capitulos la exposicién difiere de la usual. En el de nimeros
complejos, la exposicién superficial tan comidn en muchos libros fué
reemplazada por un simple pero completo-tratamiento de la teorfa de
los ntimeros complejos. La experiencia del autor le indica que los estu-
diantes, casi sin excepcién, siguen esta presentacién sin dificultad.

‘En el capitulo sobre separacién de raices el autor expone un método
muy eficiente para separar raices reales, muy superior en la préctica
al que se basa en el teorema de Sturm. Cree el autor que ningin otro
libro menciona este método, que él hallé hace mucho tiempo y que ha
ensefiado a sus alumnos durante varios afios.

En el capitulo sobre cdlculo numérico de rafces, el método de Horner
estd presentado en su forma original, incluyendo el proceso de con-
traccién, que lamentablemente ha desaparecido de los textos ameri-
canos. Adem4s se hace un estudio completo del error causado por
la contraccién.

Los determinantes se introducen, no por medio de la definicién formal
como es usual, sino por sus propiedades caracteristicas, siguiendo a
Weierstrass. La ventaja es evidente, por ejemplo, en la demostracién
del teorema de multiplicacién de determinantes. También se desarrollan
en ese capitulo algunas nociones elementales sobre el Algebra de las
matrices.

IX
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Algunos puntos, debido a su dificultad intrinseca, han sido agrupados
en apéndices. El apéndice I trata sobre el teorems fundamental del
Algebra. El autor eligié como demostracién més intuitiva, y por lo
tanto més asequible para los principiantes, la cuarta demostracién dada
por Gauss.

El apéndice II da la demostracién de un teorema de Vincent, en el
que se basa el método de separacién de raices antes mencionado.

Los apéndices III y 1V fueron agregados por sugerencia del profesor
S. P. Timoshenko, por ser de interés para los estudiantes de ingenieria.
Bl apéndice III estd dedicado a un criterio simple para que una ecuacién
tenga todas sus rafces con parte real negativa. El apéndice IV trata la
solueién por iteracién de la ecuacidn de frecuencia.

El apéndice V da una explicacién del método de Graeffe para calcular
raices y es de particular interés en el cidlculo de las raices imaginarias
de una ecuacién.

J. V. UsPENSKY

Universidad de Stanford, Californiu
Diciembre de 1946

La explicacién del autor al editor sobre los propdsitos de este libro ha
sido colocada como prefacio porque llena los requisitos para serlo y
expresa su pensamiento.

Nuestro agradecimisnto a Max A. Heaslet, del Comité Consultivo
Nacional para la Aeroniutica, y a Carl Douglas Olds, del Colegio del
Estado de San José, por la ayuda que espontdneamente ofrecieron y
prestaron en la edicién y correceién de pruebas de este texto de su antiguo
profesor. Asumieron esta responsabilidad, que normalmente recae sobre
el autor, mientras desarrollaban pesadas tareas propias, ya que el falle-
cimiento del autor ocurrié inmediatamente después de la entrega del

manusecrito a los editores.
L. Z. TU.

Mayo de 1948.
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CAPITULO 1

NUMEROS COMPLEJOS

1. ¢Qué son los nimeros complejos? — Las letras empleadas ordi-
nariamente en los cursos elementales de 4lgebra representan nimeros
reales, es decir: enteros y fraccionarios —positivos y negativos —, inclu-

yendo el cero, que son los llamados numeros racionales; y nimeros irra-
3

cionales tales como \/7, \ 3, ete. Sélo ocasionalmente, relaciondndolos
con la solucién de ecuaciones cuadréticas, se mencionan los nimeros
imaginarios o complejos. Por ejemplo, al aplicar la férmula general
para hallar las raices de una ecuacién cuadratica, a la ecuacién

2+z+3=0,
se dice a los estudiantes que admite las raices
—14+4—-11 —1—v—11
2 ’ 2

donde el simbolo \/jﬁ es una cantidad imaginaria puesto que los
ndmeros negativos no pueden tener raices cuadradas reales. A los estu-
diantes se les ensefia c6mo realizar operaciones con estos nimeros ima-
ginarios por un procedimiento puramente formal; pero no se da ninguna
explicacién adecuada de los fundamentos de estas operaciones con
simbolos que, por si solos, no tienen ningin significado. Probablemente
este procedimiento se justifica, por cuanto a la edad en que los estudiantes
se encuentran por primera vez con estos ndmeros « imaginarios », no
han desarrollado adn una suficiente facultad de abstraccién como para
entender lo que realmente estdn tratando, y sélo puede esperarse que
adquieran una cierta destreza en las manipulaciones formales. Pero
cuando llega el momento de emprender estudios més serios de la parte
del 4lgebra que sc llama teoria de ecuaciones, se hace necesario volver
a hablar de los nimeros imaginarios o complejos para establecer una
base sélida sobre la que descansen los desarrollos subsiguientes.

En lo que sigue, las letras a,b,¢, ..., ete, (con la dnica excepcién
de la letra 7, que serd usada con un significado especial) servirdn para
designar ntimeros reales. Un par ordenado de ntimeros reales

(a;b)



2 TEORIA DE ECUACIONES

de los cuales a es la primera componente y b es la segunda componente,
serd considerado como una nueva entidad o un nuevo objeto de inves-
tigacidn matemética y de aqui en adelante lo denominaremos numero
complejo. Para poder hacer objeto de investigaciones mateméiticas a
pares ordenados de nimeros o ndmeros complejos, debemos extender
a ellos la nocién de igualdad y definir asimismo el significado de las
cuatro operaciones fundamentales que pueden realizarse con ellos:

adicién

sustraccién

multiplicacién

divisién,

2. Definicion de Igualdad. — Dos nimeros complejos (a; b) v (c; d)
son ¢guales Gnicamente si @ = ¢ y b = d. Los nimeros complejos que
no satisfacen esta condicién de igualdad se llaman desiguales. Para

indicar la igualdad se utiliza el signo ordinario =. Asi, la igualdad
(a; b) = (c; d)

significa
a=c¢;b=4d.

De acuerdo a esta definicién
@2;V12) = (1/2\/7 +443 + 1/2\/7-4\/?; 243)
puesto que
2 =1/ \/W+ /2 \/m (¢por qué?)

V12 = 2+/3.

Por el contrario, los nimeros complejos (1; — 1) y (— 1; 1) son des-
iguales, y esto se indica escribiendo

1 =D =(—11D.

3. Definiciones de Adicion y Multiplicacién. — De las cuatro
operaciones fundamentales, la adicién y la multiplicacién se llaman
« operaciones directas » y por medio de ellas se definen las « operaciones.
inversas »: sustraccién y divisién. Para la adicién y multiplicacién de los
ndmeros complejos se adoptan las siguientes definiciones:

Definicion de Adicién. — La suma de dos ntimeros complejos (a;b)
y (c¢; d) es el nimero complejo (@ + ¢; b + d) obtenido sumando, res-
pectivamente, las primeras y las segundas componentes de los dos



NUMEROS COMPLEJOS 3

pares dados. Para indicar la adicién se usa el signo ordinario de suma,
de modo que el contenido de esta definicién puede expresarse conve-
nientemente asf:

(@;b) + (¢;d) = (@ +¢;0+ ).

Por ejemplo:
1; —1) +(2;1) =(3;0),

(0; 1) + (1;0) = (1; 1),
(3;2) + (—38; —2) =(0;0).

Definicién de multiplicacién. — El producto de dos nimeros complejos
(a; b) y (c; d) es el nimero complejo (ac — bd; ad + bc). La multipli-
cacién se indica colocando el signo . o X entre los factores; a veces, cuando
no existe peligro de confusiones, puede omitirse el signo de multipli-
cacién. El contenido de la definicién puede expresarse convenientemente
escribiendo

(a; b).(¢c; d) = (ac —bd; ad + bc)
0
(a; b) (c; d) = (ac — bd; ad + be) .

De acuerdo con la definicién tenemos, por ejemplo:

(2;3).(1;2) = (—47),
1; —1.1;1) =(2;0),
(0;1).(0;1) = (—1;0).

4. Leyes Fundamentales de la Adicion y Multiplicacion. —
Mientras que la definicién adoptada para la adicién de los nimeros
complejos es aceptada inmediatamente como natural por los estudiantes,
éstos se quedan perplejos por el cardcter aparentemente artificioso de
la definicién de multiplicacién y siempre preguntan las razones por
las que se la adopta. Puesto que los nimeros complejos son pares orde-
nados de nuevos objetos para los que las nociones de igualdad, adicién
y multiplicacién no estdn definidas inicialmente, es privilegio nuestro
definir estas nociones como nos plazca, esforzdndonos solamente por
hacerlo de modo tal que todas las propiedades fundamentales de las
operaciones algebraicas con nimeros reales conserven su validez para
los nimeros complejos, y que, ademés, los nimeros complejos sujetos a
tales propiedades puedan reemplazar a los ndmeros «imaginarios »
hasta ahora sin sentido. Las propiedades fundamentales de la adicién
y multiplicacién de los nimeros reales son las siguientes:

1.a + b = b+ a. Propiedad conmutativa de la adicién.
2. (@ +b) + ¢ =a + (b+c). Propiedad asociativa de la adicién.
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3. ab = ba. Propiedad conmutativa de la multiplicacién.
4. (ab) ¢ = a (bc). Propiedad asociativa de la multiplicacién.
5. (@ + b) ¢ = ac + be. Propiedad distributiva.

Es facil verificar que estas propiedades conservan su validez para los
numeros complejos, con las definiciones de igualdad, adicién y multi-
plicacién adoptadas.

Esta verificacién inmediata se deja a cargo del estudiante.

5. Sustracciéon y Division. — Una vez definida la igualdad, la
adicién y la multiplicacién, podemos definir la sustraccién v la divisién
en la misma forma que para los nimeros reales. Restar b de a significa.
encontrar un ndmero z tal que

b+z=a.
Tal nimero —diferencia entre @ y b— es tnico. La misma definicién
puede extenderse a los nidmeros complejos.
Definicion de sustraccion. — Restar el ndmero complejo (c; d) de (a;b)
significa hallar un nimero complejo (x; %), tal que
(¢;d) + (z; ¥) = (a; b).
Puesto que, por definicién de adicidén, es:
(c;d) +(z;9) = (c+x;d +y),
las incégnitas z e y deben ser determinadas por las ecuaciones:
ct+z=a ; d+y=2»
que admiten la tnica solucién
z=a—c ; y=b—d.

Por lo tanto, la diferencia de (a;b) y (c; d) es un nimero complejo,
univocamente determinado:

(a;0) —(c;d) = (@ —c; b —d).
En particular, tenemos que:
(a; 8) — (a; b) = (0;0)
0 sea:

(a; b) + (0;0) = (a; b)

de modo que el niimero complejo (0; 0) representa el mismo papel que
el 0 para los nimeros reales.
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Para definir la divisién de ndmeros complejos podemos también ba-
sarnos en la definicién de divisién de nimeros reales. Dividir ¢ por un
nimero real b distinto de cero, significa hallar un ndmero z tal que:

bx =a.
Por analogia resulta la:
Definicion de division. — Dividir el nimero complejo (a; b) por (¢; d)
distinto de (0; 0) significa hallar un nimero complejo (z; y) tal que:

(c; d) (z;9) = (a; b).
Puesto que:
(c; d) (z;4) = (cx —dy; dz + cy)

las incégnitas x e y deberdn hallarse resolviendo el sistema de ecuaciones
cx —dy =a ; dr -+ cy =b.
Eliminando primero y y luego xz obtenemos:

(2 +d)x =ac + bd
(2+d)y =bc—ad.

i

Por hipétesis ¢ y d no se anulan simultdneamente, y, en coasecuencia,
¢+ d? > 0. Por lo tanto = e y tienen valores perfectamente determi-
nados:

ac+bd = bc—ad

¢ + d? » Y ® + g2

que, como puede comprobarse por simple sustitucién, satisfacen el sis-
tema dado. En consecuencia la divisién por (¢; d) = (0; 0) nos da un
cociente perfectameante dzterminado que, conservando la notacién usual,
serd:

<a;b>:<c;d>=(“°‘+bd ; bc——ad)
¢ +d Pt

o bien

(a; b) _(ac +bd _ bc—ad
(c; d) ¢ +dr cz-l—dz).
6. Niimeros complejos en forma binomica. — Todo nimero com~

plejo puede ser escrito en cierta forma llamada binémica. En primer

lugar:
(a;0) = (a; #) + (0;0) .

Utilizando la regla de la multiplicacién, se comprueba que:
0;0) = (b;0) (0; 1)
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y por lo tanto:
(a;0) = (a; 0) + (b; 0) (0; 1),

que significa que un nimero complejo puede expresarse mediante ni-
meros complejos especiales del tipo (a; 0), con el segundo elemento 0
y un numero complejo particular (0; 1) que de aquf en adelante designa-
remos con la letra 4, inicial de la palabra imaginario. Cuando se aplican
las operaciones fundamentales a nidmeros complejos del tipo (a; 0)
se obtienen los siguientes resultados:

(a; 0) + (b;0) = (¢ +b;0),

(a; 0) —(b;0) = (a—1b:0),
(a;0) . (b;0) = (ad; 0),
; 1 (b; = _‘f_: )
(@;0) : (b;0) (b,o>

de donde puede extraerse la notable conclusién siguiente: Si a los nimeros
complejos con segunda componente O, se los somete a las operaciones
de adicién, sustraccion, multiplicacién y divisién (operaciones llamadas
racionales), cualquiera sea la cantidad de veces que se repita cada ope-
racién, el complejo resultante tendra también su segunda componente 0,
mientras que la primera componente resultard de realizar las operaciones
indicadas con las primeras componentes de los complejos dados. Esto
significa que los ndmeros complejos con la segunda componente O se
comportan, con respecto a las operaciones racionales, exactamente como
sus primeras componentes, que son nimeros reales. Operando dnicamente
con tales numeros complejos, podemos identificarlos, sin temor a con-
fusién, con nimeros reales iguales a sus primeras componentes. Por lo
tanto, podemos designar desde ahora en adelante a los nimeros com-
plejos del tipo (a; 0) simplemente por a. De esta manera, el simbolo a
tiene dos sigaificados: uno, como simbolo de un ndmero real; otro,
como simbolo de un nimero complejo (a; 0). En tanto tengamos una
férmula que involuere sélo operaciones racionales con tales simbolos,
continuard siendo valida ya se interpreten los simbolos de una u otra
manera. Por ejemplo, en la identidad:

a?—b% = (a +b) (a—b)

los simbolos a; b; @ + b; a — b, pueden ser interpretados como simbolos
de nidmeros reales o como simbolos de los ndmeros complejos (a; 0);
b;0); (o +5b;0); (a—>0;0), v la identidad serd verdadera en ambos
casos. De acuerdo con la convencién adoptada todo nimero complejo
podri escribirse en la siguiente forma binémica:

(a;b) = a—+ b
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donde 7 est4 colocado en lugar de (0; 1) y a, b, son los nimeros complejos
(a; 0), (b;0). Por la regla de la multiplicacién tenemos:

0;1)2=(—1;0)

o0, con los signos convencionales adoptados:

2= —1.

Observando que las leyes fundamenlales de las operaciones que son
validas para los ntmeros reales, siguen siéndolo para los complejos,
llegamos a la conclusién de que al efectuar las operaciones fundamentales
con ndmeros complejos presentados en forma binémica, podemos operar
con ellos como si se tratara de binomios algebraicos, teniendo cuidado
de reemplazar 72, cuando aparezca, por — lL. Es costumbre usar la
notacién abreviada b: para los niimeros complejos del tipo 0 + bi, vy,
en caso de que b = == 1, escribir simplemente & = ¢ en lugar de a + 14
oa—11.

Unos pocos ejemplos mostraran las ventajas de operar con los nimeros
complejos presentados en forma binémica.

Ejemplo 1. Hallar (1 + 1)%. Tenemos
A4 =14+2i+=21
403 =01 4421+ =211 +419) = —2+21.

El mismo ejemplo puede ser desarrollado en la forma siguiente. Tenemos:
(1449 =1437+3¢ 41

Pero:

y entonces serd
(14 =1+3i—3—1i=—2421.

Ejemplo 2. Hallar el cubo del nimero complejo

1 .48
(n)—-_?'*'"f 2 -
En primer lugar,
1 3 A3 1 3 A3 RE)
@ =—4 —12—1 =————1 =———1
4 4 2 4 4 2 2 2
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Ejemplo 3. Reducir el ndmero complejo

B +249)2(1—372) 144
B+ +219) 1—2

a la forma binémica. Tenemos:
B+2i=9+12¢i 442 =5+ 12¢,
(53+124)(1—317) =5-—-36i>—3¢ =41 —34¢,
B+22=94+6i+12=8461,

@8+69 (1 +24) =8+1242 4227 =—4+227.

Para efectuar el cociente
41 — 31
—4 4221

podemos, sin que éste varfe, multiplicar numerador y denominador por

—4 —227,
¥y obtenemos
41 — 31 _ (41 —317) (—4 —229) _ — 230 —890¢ 23 89
—4 +22¢ (— 42 + 22 - 500 50 50

En la misma forma,

144 1+ )

= =1

1—3 2
y el resultado final es:
23 39
—_——
50 10
Problemas
Reducir a la forma binémiea:
1.7—7 4+ (—6 +37) — (44 317). 2. 2—31)z.
1
32420 +219). 4, —.
2
5.1+.i. 6.1—.l_i+ z
—1 7 1 —1
’ 24+ —249 5 “4+379)0-—219)
TTa— R
1 3 1 > 4
'R _.(__’_l_*), 10.( +___1 .
11— Vz
1 VERY i
11 (7——{—1' ) 1 1 1
2 2 +1: + T+ % _
141
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13. Hallar los valores reales de = e y que satisfacen la ecuacién
A+D@+2yY) —@—20)(r—y) =8+3+.
14. Hallar las rafces reales de la ecuacién
A4+D2+14+20)22—1+4d)2—1471=0.
15. Hallar las rafces reales de la ecuacién

A+ +1+20)2—Q49)r—1—2¢=0.

7. Parte real e imaginaria. Nimeros complejos conjugados.
Valor absoluto o médulo. — En un ntmero complejo a + b expre-
sado en forma bindémica, a se llama parte real y b (jno b¢l) parte imagi-
naria. La parte real y la imaginaria se designan generalmente de la
siguiente manera:

a=R{a+bi),
b =1 (a~+ bt),

donde R e I son lasiniciales de las palabras real e imaginaria. Los ntimeros
complejos con parte imaginaria nula se llaman ndmeros reales, en virtud
de su total semejanza con los nilimeros reales ordinarios; y los nimeros
de la forma bi, con parte real nula se llaman imaginarios puros. En
general, los nimeros complejos con parte imaginaria distinta de cero
se llaman ndimeros imaginarios, simplemente para estar de acuerdo con
8l uso y la tradicién histérica, desde que los ndmeros complejos conside-
rados como pares ordenados son justamente tan reales como los otros
y nada hay de imaginario en ellos.

Dos ndmeros complejos a + bi y a — br que sélo difieren en el signo
de sus partes imaginarias se llaman conjugados. Si designamos a uno de
ellos por una sola letra, por ej. A, el conjugado se designa por 4, o

bien por 4. El producto de dos ndmeros conjugados
A=a-+bi ; Ay=a—Dbs
es un ndmero real

AAs = (a + bi) (¢ —bi) = a® + b2

llamado norma de A. La raiz cuadrada positiva de la norma de A se
Hama valor absoluto o médulo de A y se designa con el signo | 4 | o con
el signo mod. A. El uso de una u otra notacién depende de considera-
ciones de conveniencia en la escritura o impresién.

Asi
la +bi| = Va*+ b%

mod. (a + bi) = \ a® + b?.
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Si C es la suma de los nimeros complejos 4 y B

C=4A+8B,
sera

Co=A0+Bo.

Es decir: la suma de los conjugados de dos nimeros complejos es
igual al conjugado de su suma. En la misma forma, si C es el producto de
los ndmeros complejos 4 y B

C = AB,

seré
Co = AoBo.

Es decir: el producto de los conjugados de dos ndimeros complejos es
igual al conjugado de su producto. Ambas proposiciones se verifican
directamente comparando la suma o el producto de dos nimeros com-
plejos con la suma o el producto de sus conjugados. De esto se deduce
que el conjugado de la diferencia o cociente de dos nimeros complejos
es igual, respectivamente, a la diferencia o al cociente de sus conju-
gados, lo cual, con la notacién adoptada, se expresa asi:

A ) Ao

0

(A — B)o = Ao— B ; (———
B By

Por sucesivas aplicaciones de estas reglas se deduce la importante
conclusién general que sigue: Si al efectuar operaciones racionales en

cantidad finita con los ndmeros complejos A, B, C, ... se obtiene un
nidmero complejo X, al efectuar las mismas operaciones con los conju-
gados Ao, Bo, Co, ... el resultado serd X, conjugado de X.

Los ntimeros reales coinciden con sus conjugados, y reciprocamente,
un nimero que es igual a su conjugado es real. En efecto, la igualdad

a + bt =a—bi
requiere que
b=—b 6 b=0.
Problemas

Hallar los médulos de los siguientes ntmeros:

1
1. 1. 2. m— 1
1 2+

3.3 441 4. —

5. z2—1 + 214z donde z es real.

6. 2z —1 + (222 —2z) i donde z es real.
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7. 22 —z?—zx+ 14 (222—22)1% donde z es real.

1—z
8. Cuél es la parte real del ndmero g 8i £ = cos ¢ + ¢ sen @?
z
9. Hallar un ntimero complejo e tal que | e| =1y R (e?) = 0.
10. ;Cudles son los niimeros complejos iguales a: ¢) el cuadrado de sus conjugados y b)
el cubo de sus conjugados?

% 8. Teorema. — El médulo de un producto es igual a. producto de
los médulos de sus factores o, usando la notacién adoptada:

|A.B.C...L|=14].|B|.iC]...|L]|.

DeMosTtrACI6N: Consideremos primero el producto de dos factoras
X = AB.

La norma de X es:
XXo = (AB).(AB),,

pero:
(AB); = AB,

¥ por lo tanto:
XX, = (4B) (4By) ;
por consiguiente, haciendo uso de las propiedades asociativa y conmu-

tativa de la multiplicacién:

XXo = (AAO)(BBO) b

extrayendo rafces cuadradas en ambos miembros, y tomando las rafces
positivas:

VXX(] ='VAAO ‘\/BB()
Pero
VXXo =|X|;V44, = |A| ; VBB, = |B|

¥ por consiguiente,

| X|=141.|B],

|AB| =14]|.|B]|.
Considerando ahora el producto de tres factores

X = ABC,

hacemos
Y = AB,
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por lo tanto
X=YC.

Por lo demostrado anteriormente
Y| =]41.1B]; X =[Y].IC],
en consecuencia
| X|=14].1B].[Cl,
0 sea

|ABC| =141 |B|.|CI.

De la misma manera puede extenderse el teorema a cualquier nimero
de factores. De este teorema puede extraerse una importante conse-
cuancia: Si un producto de nimeros complejos es nulo, por lo menos uno
de los factores es nulo. Al suponer

queda establecido que
AV {B|.{Cl..... L =1]0l=0

v puesto que los factores que figuran en el primer miembro son reales,
uno de ellos debe sar nulo. Sea:

Pero, escribiendo A = a + bi, tenemos
4] =NETF =0,

por lo tanto: > + b* = 0, que siendo a y b reales, s6lo es posible si
a=0yb=0;0saAd=0+0:=0 Puede llegarse a la misma
conclusién partiendo del hecho de que el cociente estd univocamente
determinado euando el divisor es distinto de cero. Demuéstrelo el estu-
diante en la misma forma que el teorema anterior. %

Problemas

1. Demostrar que:

A\~ Al

| B |
(4 +30) 1 +19)

2. jCu4l es el moédulo de P
—1

1 .
3. ;,Cudl es el médalo de ——ﬂ si z es real? ;Y qué puede decirse del médulo del
— a1

mismo numero si * = « + ip es un nimero complejo, siendo g > 0?
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4. Demostrar gue

3 1
t—— 1= —
4 4
ai
T —
T 142ix
y = es real.
5. Si
, —3t+2
o =
4t—3
¥y <t es un complejo tal que
3 1
T = —,
4 4
demostrar que
'y 3 1
T 4 = 4 .

% 9. Desigualdad del médulo de la suma. — k] médulo de la
suma de nimeros complejos no depende simplemente de los médulos
de estos nimeros; por lo tanto, no existe para la suma un teorema tan
preciso como el del pirrafo 8. Tenemos, en cambio, la siguiente pro-
posicién, menos precisa, pero que es no obstante, de gran importancia
v utilidad:

TeOREMA. — El médulo de la suma no es mayor gue la suma de los
mdédulos de sus términos, o sca

|A+ B+ ..... + L] <|A|+|[B|+..... +1L1;

el signo igual sélo serd vdlido cuando todos los numeros A, B, ..., L sean
wguales a cero o en el caso de que siendo uno de ellos, por ejemplo A, dis-
tinto de cero, todos los cocientes

sean numeros reales no negativos.

DeMostracIé6N: Comenzamos con la siguiente observacién: Si A =
= a -+ bz, entonces

a=R(A)=|A|

¥ el signo de igualdad sélo sers valido si b =0y a > 0.
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Siendo:
Al =VFFT
serd evidentemente
a <y a*+ b?
si b = 0. Por otra parte, sib =0y a <0,

Al =+va=—a;a<—a.

Finalmente, si b =0y az 0
o=@ =4l

Consideremos ahora la suma de dos nimeros complejos A v B. Por
la, definicién de médulo:

|A+BJ]?=(A+ B) (4 + B)o= (4 + B) (4o + Bo),
0
|A + Bt=AAo+ BBo+ (ABo+ AoB) = |A 2+ |Bj*+ (ABo+ AoB).
El conjugado de ABg es AoB, y la suma AB, + A B de dos nimeros
conjugados es el doble de la parte real de ABo, 0 sea

ABy+ AB=2R(ABy).

Por la observacién anterior

R(ABy) = |ABo| = [A|.[Bo| = [4].|B],

puesto que los niimeros conjugados tienen el mismo médulo. En con-
secuencia:

|A+BpPs|AP+ B2+ ]4].|Bl=(4]+[B]"
Pero los ntmeros |A +B|y | A| + | Bl son positivos y por lo
tanto la desigualdad anterior implica que:

|A+Bl=s|4A]+|B].

El signo de igualdad sélo es vélido si
R(ABy) = R(A.B) = | AB|

y esto s6lo es verdad si A.B es un nimero real positivo. Suponiendo-
que A = 0, el producto A4, es un nimero positivo y

A.B B

AA, A
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es un ndimero real positivo. Reciprocamente, si esta ecuacién es verda-
B ..
dera, entonces A,B = (—A—) (AA,) sers real y positivo.
Considerando ahora la suma de tres nimeros

A+B+C=(A+B)+C.

De acuerdo a lo demostrado anteriormente
(A +B)+Cls|t+Bl+|C],
|A+Bl=|4|+|B]|.
En consecuencia:
|A+B+C|=|A|+|B|+|C].
El signo igual sélo serd vilido aqui si simult4neamente
|A + B[ =|A|+[B]
(4 +B)+C|=[4 +B|+|C].
Suponiendo que A = 0, la primera de estas igualdades sélo es valida

A
#i la razén 5 es real y positiva. En tal caso, el nimero
B
A+B=A{1+—
%)

no es cero, y

12
A

-8 un ndimero positivo. La segunda igualdad exige que la razén

c c ( B )‘1
— =2 {1+ =
A+ B A A
.\ . . C
sea real y positiva, que equivale a la exigencia de que Ve sea real y
positiva. Es evidente que, razonando de la misma manera, se demostrard
<l teorema para sumas de més de tres términos. %
Problemas
1. Demostrar que
|A—Blz|A|—|B| yque |A—B|z|B|—|4]|.

8uGEsTION: Escribase 4 = B + (4 — B).
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2. Si z es un nimero complejo con |z | = 2, jcudl es el mdximo de
14242242

y para qué valor de z se alcanza este mdximo?

*3. Si z e y son dos utimeros complejos cualesquiera, demostrar que
le+yl+le—yP=2lz)r+2]yp.

* 4. Demostrar que la igualdad

2o — a1 2= |22 — 2| + Jo1 — 20!’

implica que

2 — &o =i)\(41—2‘0)

donde A es real y reciprocamente.

10. Raiz cuadrada de un namero complejo. — Hallar la raiz
cuadrada de un ndmero complejo A es equivalente a hallar la solucién
X de una ecuacién de segundo grado

Xr=4.

Sea A =a+ by X =z + iy. Entonces los nimeros reales z e y
deben ser tales que

(x +iy)? =a+ br.
Pero
(& + iy =2 —y* — 22y,

en consecuencia, los nimeros reales z e y deben satisfacer el sistema
de ecuaciones:

2r—yt=a;2zy =b. [1}
La identidad

(x2 _+_ y2)2 — (I2 S y2)? _+_ 4: x’l y‘Z’

combinada con las ecuaciones [1] da
2+ oyt = 1/0,’2_+_bz’

tomando la raiz positiva. Por consiguiente, de la primera ecuacién del
sistema [1] se deduce:

, Na@+b+a  , Naat+tb—a

2 2 = 2
z 5 iy 3 [2]

Fstas ecuaciones son consecuencias necesarias del sistema [1], pero
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pueden tener soluciones que no lo satisfacen. Para separar las soluciones
de [2] que satisfagan a [1], debe tomarse en cuenta la ecuacién

22y =b.

En caso de que b6 =0, la ecuacién determina el signo de y corres-
pondiente a un dado signo de x; es decir, ¢ e y deben ser del mismo
signo cuando b > 0 y de distinto signo cuando & < 0. De acuerdo con
esto, las soluciones de la ecuacién

X?=a 4 bt

X_i(VVa2+b2+a 1/\/az—i—b?~a)

en caso de que 0 > 0, y

en caso de que b < 0. Resta por examinar el caso en que b = 0. Por ser
Vvai=a 6 \/?= —a,

segin sea a > 0 6 a < 0, se deduce que

SO

t=x4Ya ;y=0
si a > 0; y entonces la ecuacién
X2=aq
tiene dos rajces reales
X =xvVa.

Sia<0

t=0;y=xV—a
y en este caso la misma ecuacién tiene dos raices imaginarias puras
X==xiV—a.

Finalmente, cuando a = b = 0, sélo existe una solucién, trivial X =

Esta discusién demuestra que, una vez introducidos los ntimeros com-
plejos, todo nimero complejo tiene raices cuadradas. La ecuacién general
de segundo grado

AX? 4+ BX + C =
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con coeficientes complejos arbitrarios, puede resolverse por medio de
la férmula conocida:
—B +=VB:—4 AC

X = 24 ,

cuya deduccién se basa en las propiedades fundamentales de las opera-
ciones y en la existencia de raices cuadradas.

Nora: Cuando A es un ntimero real positivo, el sfmbolo 4 A, por costumbre, significa
siempre la rafz cuadrada positiva, y con esta convencién la regla de la multiplicacién

de raices:
VA . VB =+4B

es véilida cuando A y B son positivos. Sin embargo, cuando 4 es un ndmero real negativo

0 un ndmero imaginario, no puede atribuirse al simbolo\/ 4 , por medio de una simple
convencién, un significado tal que la regla de la multiplicacién de raices sea siempre
vilida. En el caso de un ndmero real negativo o un imaginario 4, es necesario especiticar

siempre a cudl de las dos raices se refiere el simbolo \/Zpor medio de una condicién
adicional, como, por ejemplo, que la rafz tenga positiva la parte real o la imaginaria.

Asf, \/ — 4 puede significar 27 o — 21; pero si se especifica que esta rafz debe tener la

parte imaginaria positiva, entonces el simbolo \/ —4 vale para 27. Nétese que la re-
lacién de maguitud expresada por las palabras mayor o menor sélo est4 definida para
ndmeros reales y no puede ser extendida a los ndmeros complejos conservando todas las
propiedades de esta relacién.

Ejemplo 1. Resolver la ecuacién

En este caso: a =0; b = —1; \/a2 + b =1, y siendo b negativo,

ol E)

Ejemplo 2. Resolver la ecuacién

Xt =—5+4124.
En este caso

a=—5;b=12;\/a2+b2=\}169=13
\'169—-5 \/l69+5
2

=4 ; =9

y siendo b positivo:
X==+(2+31).

Ejemplo 3. Resolver la ecuacién de segundo grado

1 X2 — 242X +2—1=0.
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Aplicando la férmula tenemos
24+2i+1—4
21

X =

y tomando \/ —4 = 21; se hallan las rafces

—i;2—i.

Problemas

Hallar las rafces cuadradas de los ntimeros:

_ 2
1 3

3. —2—+'i VZ 4. —3 —41.

5. —13 —844. 6. —1 iy 2z,

7. 22 —1 + 2 z3; siendo z real.
Resolver las ecuaciones de segundo grado:

8. 224+ z24+1=0. 9. 222 —3zx+4+2 =0,
10, 22— (2 +3%)z—1+34=0.

11. 2 —29) 22— (11 +9¢) 2 —16 + 61 = 0.
Resolver las ecuaciones:

12. z* = 1. 13. zt = —1.

14. z¢ +4 =0. 15. z¢ = 119 — 120+,

16. 2 —1 = 0. Nétese que: 23— 1 = (z — 1) (22 + z + 1).

17, 23 = 1. 18. 28 —1 =0.

19. 264+ 1 =0.

20, 23 =1 +4. Hac}endo ¢ = a + bi; serd entonces a3 + 3ab’ = 1; 3a2b—b® =1,
y ademés: a? + b2 = 6V_2—

21. Demostrar la siguiente proposicién: Si ¢; b; a’; b’, son ntimeros racionales, pero
\/7 no es racional y

a+ \/T =a + \l.b_’

entonces

’

e =a ;b =b.

22. Hallar todas las ecuaciones de segundo grado: z* + pz + q = 0 con coeficientes
racionales pero sin rafces racionales, en las que: @) una rafz es el cuadrado de la otra;
b) una rafz es el cubo de la otra.

b
*23.Sia =0, b =0 son dos nlimeros complejos tales que la razén ’y es un nGme-
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ro real positivo, la rafz cuadrada \/—l;;)— puede elegirse de modo tal que la razén de la

media geométrica de a y b
b1 = V ab

a+b
2

a la media aritmética

ay =

. b
tenga una parte positiva real. Demostrar que, en ese caso, es también R (—l> > 0.
a

*24. Con las mismas condiciones del problema anterior demostrar que

1
Ibl—‘all<*2‘—lb—a|.

11. Representacion geométrica de los niimeros complejos. —
Las relaciones entre los ntimeros complejos v su manejo se hacen intui-
tivos, mediante una simple representacién geo-

g Y métrica. Habiendo elegido dos rectas perpendi-
§ z a+be culares OX; OY como ejes coordenados, atribui-
0 mos a OX una cierta direccidén, indicada en la
- Oa x figura por una flecha, y elegimos entonces una
4 EIE REAL direccién del eje OY tal que, al rotar OX un

angulo recto en el sentido opuesto al de las

agujas del reloj, su direccién coincida con la de
QY. Cada punto del plano, referido al sistema de coordenadas ele-
gido, tiene coordenadas definidas —a y b por ejemplo— y el complejo
a + bi estd definido por este punto. Reciprocamente, a todo nimero
complejo hacemos corresponder un punto cuyas coordenadas son, res-
pectivamente, la parte real y la imaginaria de ese nimero complejo.
De esta manera, entre los nimeros complejos y los puntos del plano
existe una correspondencia biunivoca en virtud de la cual los nimeros
complejos estan representados por puntos. Los nimeros complejos de
la forma a + 07 —nidmeros reales— estidn representados por puntos
del ¢je OX, que por esta razén se llama eje real. Los niimeros complejos
de la forma 0 + b7 o nimeros imaginarios puros estian representados
por puntos del eje OY, llamado eje tmaginario. Es costumbre designar
al punto representativo del complejo z por la misma letra y llamarlo
simplemente punto z. Asi, podemos hablar del punto O (origen); del punto

1; del punto ¢; del punto 3 — 2; etc. El punto O, junto con z, determi-

na un segmento dirigido Oz o vector Oz, que va del origen O al extremo
—

z. Reciprocamente, el extremo de todo vector Oz determina un nimero

complejo. En esta forma tenemos otra representacién geométrica de los

nimeros complejos por medio de vectores con el origen comun en O.

Las proyecciones del vector que representa a z = a + bi sobre los ejes
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OX y OY son, respectivamente, a y b; y la longitud del vector Oz —o la
distancia de 0 a z— por el teorema de Pitdgoras es y/a? 4 b* y nos da
un significado intuitivo del médulo de z.

Problemas

1. Si 1 direccién del eje real se elige como en la figura, ubicar los puntos represen-
tativos de los ntmeros complejos: a) —1;b) ¢;¢) 1 —4;

1
d) 1426 &) —3—24; f) — o +2i.

o
1 E
2.8 R (2) = - ;qué puede decirse sobre el lugar geo- E
<
métrico de los puntos z? B H
3. Resolver el problema 2 si los ndmeros complejos z satis- E EJE REAL
facen la condicién:
L <R@ = !
—— z) £ —.
2 2

4. ;Cusl es la posicién relativa de los puntos que representan nimeros complejos con-
Jugados?

5. ;Cuél es la posicién relativa de los puntos que representan los nimeros complejos
a+biy b+ ai?
6. ;Cuél es el significado geométrico de: a) |z} =1; b) f2| <15¢) 12} > 1?

1 i
7. ;Dénde estén los puntos representativos de z si — > =R < = ylz| 217

12. Angulo de dos semirrectas dirigidas. — La figura siguiente
representa dos semirrectas dirigidas I y I’ que se cortan en un punto S
con sus direcciones representadas por flechas. Por 4ngulo entre [ y U/
—medido de I a I’ — que indicaremos por (II'), entendemos el angulo
que debe girar I alrededor de S para coincidir con !’ en posicién y di-
reccién, considerdndose este dngulo como positivo o negativo segin que
I rote en el sentido opuesto al de las agujas del reloj o en el mismo sentido
que las agujas del reloj respectivamente. Desde este punto de vista el
Angulo (I') no est4 univocamente determinado sino que tiene infinitos
valores, cuya vinculacién puede establecerse de la siguiente manera:
Sea ¢ el menor 4ngulo positivo que debe girar [
para coincidir con I’ en posicién y direccién. Sise
continda la rotacién en sentido positivo, volvera
a coincidir cuando el dngulo rotado sea ¢ + 2«
(midiendo los 4ngulos en radianes); nuevamente
coincidird cuando este angulo sea ¢ + 4z y, en
general, cuando sea ¢ 4 2k x, siendo k¥ un nime-
T0 entero positivo. Asimismo, haciendo rotar ! en sentido negativo del
angulo cuyo valor absoluto es 2= — ¢, las rectas I y I’ coinciden en pasi-
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cién y direccién y lo mismo sucede después de una rotacién, en sentido
negativo, de la magnitud 2 k = — &, siendo k entero ¥ positivo. Toman-
do todos estos 4ngulos negativamente, podemos decir que I’ forma con [
los 4ngulos negativos ¢ —2w; ¢ —4x; é —6=; ... Por lo tanto, la
expresién general para el dngulo (II') es: ¢ + 2k = siendo k = 0, =+ 1,
% 2, ... un entero arbitrario y ¢ el menor 4ngulo positivo entre I y I'.
Es fécil ver que ¢ puede expresar cualquier 4ngulo entre I y I'; y atn
que todos los valores posibles de éste serdn de la misma forma. Los
angulos que difieren de multiplos de 2 = se dicen congruentes de médulo
2 (expresién extraida de la teoria de los ndmeros), y se usa el signo
= para expresar la congruencia. En este sentido tenemos una congrueacia
evidente que es:

ay =—@y.

Ademis, si tres semirrectas I; I'; I pasan por el mismo punto, es f4cil
verificar que:

ay+@ery+@n=o,

por consiguiente, en virtud de la congruencia (I1) = — (t1”), se des-
prende que:

ary =)+ @ .

A pesar de la multiplicidad del d4ngulo (') las funciones trigonomé-
tricas de este angulo:

sen (') ; cos (1)

tienen valores completamente determinados debido a que sen z y cos =
son funciones periédicas de periodo 2 =.

Problemas

1. Los lados de un tridngulo equildtero tienen direcciones dadas como se indica en
la figura. ;Cudles son los valores numéricamente menores de los 4n-
" gulos: a) (UI); b) (U"); ¢) (V' I'")?

2. Se inscribe un cuadrado ABCD en un la &
¢ circulo y se toma un punto P sobre el arco D
BC. ; Cudles son los dngulos: a) (L;); b) C
Z’ (ld); ¢) (hls), formados por los pares de se-

mirrectas b, L, s, ls de la figura ?

3. Tres semirrectas [, I, I” se cortan en un mismo punto.
Si (I'l) = 230°; (I”I) = — 100°, hallar el valor numéricamen-
te menor del dngulo (I''1'). z,

D

N

4. Si cinco semirrectas Li; b; Is; ls; Is se cortan en el mismo
punto y: (Ll) = 30°% (L) = — 200°% (Lk) = 300° (lly) = — 90°, jcudl es el valor nu-
méricamente menor del dngulo (lsls) ?
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13. Forma trigonométrica de un niimero complejo. — Volviendo
a la representacién geométrica de los nimeros complejos explicada en

el Parrafo 11, sea 0 el dngulo comprendido entre el eje real y el vector
—

O:. Este angulo se llama argumento o amplitud de z. Estid definido sélo

para z < 0 y tiene infinitos valores que difieren entre si en muiltiplos
—
de 2x. Siz = a + bi, a es la proyeccién de Oz sobre el eje real. Llamando

r al médulo de z
r=va+v;

de la definicién de cos ® se desprende que

a=rcosf.

Dado que el d4ngulo que forman los ejes real e imaginario es %, el

—
4dngulo entre Oz y el eje imaginario serd (—;—) — 6, y la proyeccién de

—_—
Oz sobre éste seri

b =rcos(—;i—6)=rsen0.

En consecuencia, z = a + bi puede escribirse en la forma

z = r (cos & + 7 sen 6)

que es la llamada forma trigonométrica de un nimero complejo. No
importa cual de los posibles valores de 6 se tome; en la préctica sin
embargo, es conveniente elegir el menor valor numérico del argumento.
Para expresar un nimero complejo dado a + bs en forma trigonométrica
debemos hallar primero el médulo r con la férmula

r= NEFH
v luego hallar el 4ngulo 6 de menor valor numérico tal que
cos0=—a— ; sen § =i.
r r

En general, serd necesario para ello usar tablas trigonométricas y
€n ese caso, es siempre mds ventajoso determinar el d4ngulo por su tan-

b

gente. En efecto, en el caso de que sea — > 0 se-determina el 4ngulo
a

agudo w por su tangente

b
tgow = —
a
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ysetoma:b =wsia>0,y9=0—xsia <0 Enelcasode que sea

— < 0, el 4ngulo agudo v se determina por:
a

b
tgw = — —
a

yi=—wsta>0;6=x—uwsia<0

Problemas

Exprésense en forma trigonométrica los siguientes nimeros complejos:

1. —4, 2. 1.
3. —61. 4. —1 41
1 3 13
5 ——1 . 6. —— 43 .
2 2 2 2
7. V3 —i. 8.1—3 —i(1+v3).
9. —4 —34. 10. —2 + 1.
11. 1 + cosa + 7 sen . 12. cos @ 4- cos § -+ 7 (sen « + sen B).

14. Multiplicacién y division de ntimeros complejos dados en
forma trigonométrica. Férmula de De Moivre. — Las reglas de la
multiplicacién y la divisién son particularmente simples cuando los
complejos estdn dados en forma trigonométrica. Sean

A =r(cosb+isenb) ; B =1 (cost + {sen ).
Multiplicando y agrupando factores en el segundo miembro, tenemos

que
AB = rr' (cos 6 + ¢ sen 8) (cos 6 + 7 sen §') .

Pero
(cos 6 + 7 sen 6) (cos 6’ + ¢ sen §') =
= cos 0 cos 6’ — sen 6 sen 6’ + 1 (sen 6 cos 6’ + sen 6’ cos 6)
y por otra parte:

cos 6 cos 8’ — sen 9 sen 6’ = cos (6 + 6')
sen § cos ' + sen 6’ cos 8 = sen (6 + 0');

por lo tanto:
AB = rr' [cos (8 + 6') + 7 sen (¢ + 8)]

que significa que: el mddulo del producto es el producto de los inddulos
de los factores y el argumento es la suma de los argumentos. Por suc sivas
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aplicaciones esta regla se extiende a cualquier nimero de factores. El
producto de n factores

cos B+ tsenb; ; cosbe+isenfs;..... ; ¢os 0, 7 sen 6,

cuyos mdédulos son todos iguales a 1, es:

(cos 8; + 7 sen 6;) (cos 0, 4 isen 62) ..... (cos 6, + 7sen 0,) =
=cos (0 + 02+ ..... 4+ 0,) Fisen (6 + 6+ ..... + 6,).
En particular, cuando 6, = 6: = ... = 0, = 0, esta férmula nos da

una importante identidad:

(cos 0 + isen ) = cosn b+ isennb,
conocida como férmula de De Moivre. Por supuesto, n significa aqui
un entero positivo. Teniendo en cuenta que:

1 :08 6 — 1 6
(cos 8 + isen 6)7! = - A
cos 8 + 2sen 6 cos? 9 + sen? 6

= cos 8 —isen b = cos (— 0) 4 2 sen (— 6)

y elevando ambos miembros de la ecuacién a la potencia n, obtenemos:

(cos 6 + isen 6)™" = cos (—n 8) + ¢ sen (— n 6) .

Por lo tanto la férmula de De Moivre es valida también para expo-
nentes enteros negativos.
En cuanto al cociente de dos numeros complejos

A =7r(cost+isenb) ; B =71 (cosb’ <+ isenb’),

puede ser escrito de la siguiente manera:

4 . .
= = T(COSG+Z.Sen 6 =L(cose + ¢ sen 6) (cos 6’ + 7 sen 6')1,
B ' (cos &' + 7 sen §') r’

Pero
(cos 6’ + 7sen 6')~! = cos (— 6') + ¢ sen (— 0')

y de acuerdo a la regla =stablecida para la multiplicacién:

A r

3 T_/[COS (6 —0') + isen (6 — 6)].

Por lo tanto: el médulo del cociente es igual al cociente de los médulos
y el argumento a la diferencia de arqgumentos del dividendo y del divisor.
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Problemas

Hallar la expresion general para los siguientes casos (siendo 7 entero):

1. (\/?+i)m 2. [1+\/?+i(1—\/§)]n,
1+Sen¢+icos¢\" _
: . . 6 — —_ 3
3 (1+Sen¢—icos¢, 4. [sen sen ¢ + 4 (cos 6 —cos ]
5. Dado
A4+ =po+piz+pea®+ ...,
donde

P R et VI
Po = y i = 1 y P2 = 1.2 PR
son los coeficientes del desarrollo del binomio, y tomando z = 7, demostrar que:

on nT
Po—P:+Ps— ... =2l cos

1/2n nmw
sen

n—ps+ps— ... =2

* 6. Tomando en el mismo desarrollo z = 1; o; «? siendo

 —1+iV3
I )

2

hallar las sumas
(@ po+ps+ps+ ...

@) prtpit+or+ ...
©) pe+ps+ps+ ...

Nétese que: 1 4 o™ + 02" =0, si n no es miltiplo de 3, pero es igual a 3 si n es un
maltiplo de 3.
* 7, Tomando: z = cos § 4 7 sen 6 en la identidad
1—2z"

11—z

14z4+22+4 ... 427 1=

demostrar que:
sen(n—3)90

14+2co88+2co820+ ... +2cos(n—1)6 = i
sen 3 6
1 1
cos 5§ 0 —cos (n — 0
sen 6 +-sen20 4 ... +sen(n —1)6 = L ( 2)
2sen % 0
* 8, Utilizando un método ansdlogo, demostrar que
sen2n 9
cos®+4cos30 4+ ... +cos@n—1)6 = ——
2sen 6

1—cos2nb
sen® +sen30+ ... +senn—1)0 = ———m—
2 sen ¢
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* 9. Por medio de la férmula de De Moivre expresar: a) cos3 ¢ en funcién de cos ¢
y sen 3 ¢ en funcién de sen ¢; b) cos 5 ¢ en funcién de cos ¢ y sen 5 ¢ en funcién de
sen ¢; ¢} cos 4 ¢ en funcién de cos ¢ y sen 4 ¢ en funcién de sen ¢.

* 10. Expresar: a) sen® ¢ en funcién lineal de: sen ¢; sen 3 ¢; sen 5 ¢; b) sent ¢ en

funcién lineal de: cos 2 ¢; cos 4 ¢.

15. Solucion trigonomeétrica de ecuaciones binémicas. — Por
medio de la férmula de De Moivre es posible representar todas las rajces
de la ecuacién binémica

X" =4,

donde A 0 es un nimero complejo cualquiera dado en forma trigo-
nométrica. Sea

A =r(cos® + 7sen 0)
y tomemos la incégnita X también en forma trigonométrica:
X = R (cos ® + i sen 8) .
Serd, entonces:
" = R"(cosn © + i senn 8)
y esta expresién debe ser igual a:

A =17 (cos® + 1sen ).

Puesto que los nimeros complejos iguales tienen iguales médulos, debe
ser:

R"=r;

en consecuencia B queda determinado sin ambigiiedad por la raiz ené-
sima positiva de r:

B=+7.

Ademi4s los argumentos de ndmeros complejos iguales difieren sola-
mente en miltiplos de 2%, de modo que:

=0+ 2k

siendo k entero. En consecuencia, la expresién que nos da las rajces X es:

X = \/—(co +2kw+isen————e+2kw)-

n

En esta expresién es k un entero cualquiera, pero el nimero de raices
distintas serd sélo n. Para obtenerlas basta tomar en esta férmula k = 0;
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1;2;...;n — 1. Porque si & es un entero cualquiera, dividiéndolo por
n v llamando [ al resto, tendremos:

k=nqg+1,
donde 0 =1 < n, de modo que [ serd uno de los nimeros: 0; 1; 2; ... ;

n — 1. Pero:
8+ 2kx 6 + 21z

= + 2 g,
n n
por lo tanto:
8+ 2kx 6+ 2=
0§ —————— = €0§ —————,
n n
6+ 2kx f 4+ 2=
gen —————— = sen ———,
n n

lo que demuestra lo enunciado. Por otra parte, las n raices obtenidas
tomando k = 0; 1; 2; ... ;n — 1 son distintas. Suponiendo que para
dos valores dados de & —llamémoslos k¥’ y k’’-— hallamos rafces iguales,

en ese caso seria:
0 +2k = 0 +2k = b +2k = 8 +2k"x
§ ——— = 0§ ———— ; 8eN ————— = Sen ———

n n n n

cO

y esto es posible sélo si

6+ 2k = 6+ 2K
+ = - 1T:—§-27rq
n n

siendo ¢ entero; o sea:
E'—k =mngq.

Pero k' — k' es numéricamente menor que n y no puede ser divisible
por n a menos que sea igual a cero; por lo taﬂfo, k" y k' no pueden ser
dos nimeros diferentes como supusimos.

Por lo tanto todas las raices de la ecuacién binémica

X* =71 (cos b + 7sen ),

estdn dadas por la férmula

" k
X =vT7 (OOSMJMSQHME_)

n n

tomando en ella: &k =0;1;2; ... ;n — 1.

Ejemplo 1. Resolver la ecuacién.
t = —4
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Siendo
—4 =4 (cosx +isenx)

la férmula para las raices es:
4
2k 2k
z=Y4 (cos W+4 il + isen w+4 1:).

Haciendo en ella k = 0; 1; 2; 3; hallamos que los valores de las cuatro rafces son:

(cos —+zsen—4—> =147z,

4 2
v
—_— /\

[«]

Q

wn
gt

+

o,

0

t'D
-~ 3]
A “‘la
S

]

|

—

I

>

Ejemplo 2. Resolver la ecuacién

= —8¢.

En forma trigonométrica seri:
. . [
—81=8{cos (— )+1sen(—-7>],

4k —1 4k —1
z =2[cos —(—6—)——%—+isen—(-—6—)—w—}.

m]ﬁ

por lo tanto

Haciendo aqui: & = 0; 1; 2; obtenemos las siguientes rafces:

2<cos%—zsen——> \/3 -1,
2 L A PP
os —+isen —} =21,
(o8 TSRy
7= . Tx - .
2cos—g——+1senT =—\l3 —_—1.

Problemas

Expresar en forma trigonométrica las raices de las siguientes ecuaciones:

1. 2zt = — 161. 2.20=1+41.

3. x8 = —214. 4. 28 =1—1.

1 . +s3

5.2t =0w; 0 = — — 6. 13 = 0.
®; @ 2+'L 3 ©
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7. 20 = —4. 8.2¢=1+43 +(1—+v3)i.

9. Resolver algebraicamente el Problema 4 y hallar las expresiones para cos 15° y
sen 15°.

10. En la misma forma, resolver algebraica y trigonométricamente la ecuacién
1 Vs

t = —1
2+ 2

11. Resolviendo la ecuaci6n: 25 = 1, algebraica y trigonométricamente, demostrar que:

Vs +2v5 1
€0818° = ————————; sen 18° = -
V176 +80 5 V176 + 805
Por otra parte (véase el Pirrafo 16):
5—1 Vio +2v35
sen 18° = VT; cos 18° = __Z—V__

,Cémo pueden conciliarse estas expresiones?

16. Raices de la unidad. — La ecuacién binémica particular
=1
que define las asi llamadas raices de la unidad de grado n, es de especial

interés. Puesto que en este caso r = 1y 6 = 0, las » raices de la unidad
se obtienen de la férmula:

2k . 2kx
cos T -+ 7 sen L
n n '
tomando en ella: £ =0;1;2;... ;n —1. Para k£ = 0 tenemos una

raiz evidente: £ = 1; y las otras n» — 1 raices, por la férmula de De
Moivre, son las potencias

whk=1;2;...;n—1,
de la raiz
21 . 2
w = cos——"t—-i— isen —— .
n n
Siendo:
zr—1=(z — 1) (@t + a4 ... + 1),
1o que se verifica multiplicando directamente; v, w? ...,»" " son raices

de la ecuacién
-t gt L4+ 1 =0.
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Para algunos valores particulares de n esta ecuacién puede ser resuelta
fscilmente en forma algebraica; por comparacién de las soluciones

algebraicas y trigonométricas en tales casos, pueden hallarse expre-

. 2x 2 .
siones algebraicas para cos (——) y sen {——) como se ve en los si-
n n

guientes ejemplos:

Ejemplo 1. La rafz ctbica de la unidad

2% ny 2z
= ¢o§ — - % sen —
¢ 3 3
satisface la ecuacién

22+z4+1=0.

Las raices de esta ecuacién halladas algebraicamente son:

__}_+1.\/3 ; —i—-i \/_3—
2 2 2 2

ox R 2z ) .
Puesto que cos T es negativo y sen —3—) es positivo, sera:

+ 2 1 +,\I3
cos — +isen —— = —— 4 ¢~ ,
3 2 2

por lo tanto:
2% 1 2z 3
CO§ —— = —— ; 8sen — =——,
3 2 3 2

como se sabe por trigonometria.

Ejemplo 2. La rafz quinta de la unidad

. 2%
© = CO8 +zsenT

satisface la ecuacién
stz +2+1=0.
Esta ecuacién pertenece a la clase de ecuaciones reciprocas del tipo

ezt +bx3 +ecxt+br+a =0

y toda ecuacién de este iipo puede resolverse de la siguiente manera: Dividida por =7,
la ecuacién propuesta toma la forma:

1 1
2+ —+z+—+1=0
z? z
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Hacemos ahora:
1
T+ —=y.
x

Entonces ser4:

1
T — =y —2
22

e y puede hallarse resclviendo la ecuacién de segundo grado

¥ +y—1=0.
cuyas rafces son:
—1+vV5 —1—45
Y= —2_‘ 5o = —2—-—“ -
Queda por determinar z, resolviendo las dos ecuaciones:
1 1
I+—=y1 H I+—=y3)
z x

lo que es equivalente a:

22—y +1=0 ; 22—yxr+1=0.

Las cuatro rafces halladas resolviendo estas ecuaciones son:

—1++vs  Vio+245
1 te 1

—1445 Nwo+2vs
4 4 ’
—1—+35 Yiw—2vs
+1 ,
4 4

—1—+5 Vio—2+5
4 ! 4 )

2 2
Ahora bien, cos < ;) = cos 72° y sen (—W) = sen 72" suon ambos positivos, de
1)

modo que, necesariamente:

© = c0872° 4 isen 72° =

1445 VYiwo+245
1 +e 1 '

€n consecuencia:

— 5 Vio+245
cos72°=——1—P/——5— ; sen72°=——u+i—\—/———.

Las otras raices, en el orden en que estdn escritas, son: o!; ©?¥; w®.
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La divisién de una circunferencia en partes iguales o la construccién
de poligonos regulares inscriptos estd vin-
culada intimamente con las rafces de la
unidad. De hecho, si Ay, Ay, ..., Aa—1 SOD Aslrd
vértices de un poligono regular de n lados
inscripto en un circulo de radio 1 y se elige

OA, como eje real, los dngulos que OA,,

2 4
0A,, OA;, ... forman con él son:—l;J—;
6 = - n n

—— ..., ¥ en consecuencia, los vértices Aq,
n

Ay, A, ... est4n representados por los nimeros complejos

‘{Wl

1}

. . 2.
1 0; 0% ...,

2= . 2T .
donde w = cos ———~) + ¢ sen (—) Para construir el poligono es
n n

.. ] 2=
suficiente trazar la abscisa OP = cos —— o la parte real de . La
n

construccién con regla y compéds serd posible si la expresién algebraica
de o resulta compuesta solamente por raices cuadradas. De esta ma-
nera, la construccién de poligonos regulares requiere la solucién alge-
braica de la ecuacién 2™ = 1 y la investigacién de las condiciones bajo
las cuales pueden expresarse sus raices por radicales cuadréticos. Esto
constituye un importante capitulo del ilgebra llamado ciclotomia. Para
la construccién més conveniente de pofigonos de 3, 4, 5, 6 y 10 lados,
se remite al lector a los problemas siguientes.

Problemas

1. Demostrar que la rafz vigésimo cuarta de la unidad: cos 15° + 7 sen 15°, satisface
la ecuacién

—zt41=0

y hallar la expresién de las rafces de esta ecuacién en forma trigonométrica y algebraica.
Nétese que:

g —1=(z2—1)(z*+ 1) (z8—2z*+1).

2. Demostrar que

9 2= 9 T 9 4
g = 4 CO8 ~—— ; & = £ CO8 ; & = &4C08 —
7’ 7’ 7’

son rafces de la ecuacién cdbica y*+ y2 —2y —1 = 0.
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SucEsTION: Las raices séptimas de la unidad satisfacen la ecuaci6n
64ttt +22 42+ 1=0

1
Dividase por z3 y hdgase = 4 - =y.

3. Demostrar que

2% 4z =
e = 2 cos ; &2 =2¢€08—— ; e = 2¢08 ——
9 9 9

son raices de la ecuacién ctbica 3 —3y +1 = 0.

SuGEsTION: Las rafces novenas de la unidad que no son raices ctbicas de la unidad
satisfacen la ecuacién: z6 + 2 4+ 1 = 0.

4. Siendo

n = cos 24° + 7 sen 24°,

. _
w = ‘*74‘1— \/23 ,

14vs Vo +2vs
Ty 4 ’

demostrar que 1 = e2w ! y expresar cos 24° y sen 24° en forma algebraica.

5. Para dividir una circunferencia en 3, 4, 6, 8 partes iguales puede usarse la siguiente
construecién: Por breveaad, un circulo de centro €' y ra-
dio R se designard C (R). Los puntos B, C, D, E son in-
tersecciones del circulo O (OA) con los circulos 4 (0A4),
9‘/—4\ B (04), € (04), D (0A). El punto X es la interseccién

4 de los eirculos 4 (AC) y D (AC). El punto Y se obtiene
como interseccién de X (O4) y O (OA). Demostrar que
AC, OX, AB, AY son los lados de poligonos regulares de
4 3, 4, 6, 8 lados inscriptos en O (0A4).

6. Conservando las notaciones del problema anterior,
describanse arcos C (OX) y E (OX) que se interceptan
£ en Z. Describase Z (OA) que intercepta a O (0OA4) en T.
Demuéstrese que AT y OZ son, respectivamente, la-
dos del pentdgono y el decigono regulares inscriptos en O (OA).

7. Idéese una construccién del poligono regular de 15 lados.

17. Significado geométrico de las operaciones con nimeros
complejos. — La representacion geométrica de los ndmeros complejos
explicada en el Parrafo 11 abre el camino para las aplicaciones de los
ntGimeros complejos a la geometria. Es evidente que una construccién
geométrica resultard como una imagen de cierta operacién realizada
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con ndmeros complejos. Aqui nos concretaremos sélo al examen de las
construcciones que corresponden a la adicién, sustraccién, multiplica-
cién y divisién de ntimeros complejos, junto a unas pocas cuestio-
nes adicionales que pueden ser ttiles en la so-
lucién de los problemas siguientes. Los nimeros
complejos estan representados por puntos o por
vectores, todos con su origen en O. En lo que
sigue sers necesario considerar vectores con ori-
genes arbitrarios para explicar la nocién de

equivalencia o igualdad de vectores. Dos vee-
—_ —>
tores AB v CD con origenes en A y C, res-

pectivamente, se llaman equipolentes si se encuentran en la misma

recta o en rectas paralelas y tienen el mismo sentido y la misma
—_ —>
longitud. En la figura, AB y CD son vectores equipolentes. Uniendo los

origenes y los extremos de vectores equipolentes, en general se obtiene
un paralelogramo. La suma de varios vectores, por ejemplo de los tres
vectores:

— —_— —
a=AB ;b=CD ; ¢c=EF,

se efectia de la siguiente manera: En el extremo B de a, coléquese el
—_—
vector BG con el origen en B y equipolente con b; témese G' como origen
—
y constriyase €l vector GH equipolente con
—
c. Entonces, el vector AH —o uno equipo-

lente— es, por definicidn, la suma de los % X
vectores a + b + ¢. De la figura se despren- A & D
de que la proyeccién de la suma de vectores
sobre une semirrecta [ es igual a la suma
de las proyeccionzs de estos vectores; to-
méndose cada pro-
vecci6n positiva o
z / negativamente se-

42,422

/ gin que la direc-
2, cién del segmento
correspondiente (tal

e ! I3 4 7

O ¢ neaL como A’'B', ¢' H’,
etc.) sea la misma

que la de I o la opuesta. Serd ahora ficil descrivir la construecién
correspondiente a la suma de nimeros complejos. Estando represen-
tados los ndmeros complejos 2z y 2z por los puntos z1 y 2, se su-
man de acuerdo a la regla recién explicada para la adicién del vee-
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—> —
tor Oz, al Oz; el vector resultante OY serd su suma, y el punto f re~

presentard el ndmero complejo 2z, + z,. De hecho, si

. 4 -
2y =01+ b1t ; 22 =az+ b1t

—_—
las proyecciones de Oz, y Oz sobre los ejes real e imaginario, serin

respectivamente:
ay; @z ; by; be;
. —>
por lo tanto, las proyecciones de OF son:
aita; y bt b

y en consecuencia:

C=ar+a + i+ b:) =2+ 2.

Nétese que la figura Oz ¢ 2, en general es un paralelogramo, siempre
que los puntos O, 21, 2: no estén alineados. En el tridngulo Oz { el lado
0% es menor que la suma de los otros dos, Jo que conduce inmediata—
mente a la desigualdad

lzs+ 22| < |ai] + |22

siempre que los puntos O, 2, 2: no estén alineados. La misma desigualdad
vale aun cuando O, z, 2. estén alineados, sl 2; y 2 se encuentran en
semirrectas opuestas con respecto a O; si se encuentran en la misma.
semirrecta, entonces:

ot + 22| = |zi| + |22
Ahora bien, si 21 y 22 se encuentran en la misma semirrecta que parte

de O, los argumentos de los nimeros complejos 2, y z: son iguales y el
coclente es un ndmero real positivo; recipro-

z camente, en el caso en que los argumentos de

- z1 v 2 sean iguales, O, z;, z; estdn alineados y

22y -7 2, 2, ¥ 2; se encuentran en una misma semirrecta.
respecto de O. Asi, por medio de la represen-

7] > tacién geométrica hemos demostrado nueva-

mente y de manera intuitiva la proposicién
establecida en el Parrafo 9. La construccién geométrica para la su-
ma de dos nimeros complejos conduce inmediatamente a la corres-
pondiente construccién de la diferencia z» —z. Esta diferencia estd
representada por el cuarto vértice del paralelogramo, tres vértices con-

secutivos del cual soa: O, 2z, 2. Evidentemente, el vector que repre-
S

senta la diferencia z; — z; es equipoleate con el vector z 2.
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La regla para la multiplicacién de ndmeros complejos en forma trigo-
nométrica nos proporciona una construccién simple para el producto
de dos niimeros complejos z; y 2;. Antes de explicar esta construccién
es necesario explicar lo que se quiere significar por sentido al referirnos.
al tridngulo ABC cuyos vértices se toman en el orden indicado. Yendo
de A a B, de B a C y volviendo nuevamente de C a A, el interior del
tridngulo puede quedar situado ya a la izquierda, ya a la derecha;
en el primer caso decimos que tiene sentido positivo; en el dltimo, que
tiene sentido negativo. Asi, el tridngulo ABC representado en la figura.
tiene sentido positivo; pero el mismo tridngulo,
si sus vértices se toman en el orden ACB, ten- . g
dré sentido negativo. Uniendo el punto z con O /

y 1, se forma el tridngulo Olz,. Tomando ahora <

Oz, como lado correspondiente a 01, construimos
otro tridngulo Oz, f, semejante a Olz, es decir,
con el mismo sentido y 4dngulos iguales en los

vértices correspondientes. Si ¢ v ¢» son los 4n-

—_— >

gulos entre el eje real y los vectores Oz y Oz,
—

por construccién el dngulo entre el eje real y OY es

¢1 + ¢2. El argumento de { es: ¢1 + ¢,. Ademis,
designando con ¢, 71, 72 las distancias de O a ¢,
21, 2 respectivamente, se desprende de la semejanza de los tridngulos
0lz; y Oz ¢ que:

£
n

T2
=—;
1
en cons:cuencia p = r17; es el médulo de 4. Por lo tanto, ¢ representa.
al producto z 2;. Puede efectuarse una construccién similar para re-
presentar el cociente z1/zs,

Sean los nimeros complejos 2, 2, {, representados por trss puntos.
alineados. En este caso, como puede verse en la.

~z figura, los puntos O, { —z, 2, — 2 est4n tam-
J : bién alineados, y por lo tanto los argumentos de
z, L —21y 22—z o son iguales o difieren en =. En
Z consecuencia,
5 >
o C—aa=r(a—a),
-z

o sea
L =(1—2Nz+ Az,

donde A es un ndimero real. Es evidente que la reciproca también es.
verdad; es decir, si A es real, los puntos ¢, z, z; estdn alineados. El ni-
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mero  en la férmula precedente tiene un significado simple. Desig-
. . —>
nando por 7 la distancia entre 2, ¥y 22 ¥ por ¢ el segmento z ¢, tomado
—
positiva o negativamente segin que la direccién de z; ¢ coincida con la
—
direccién z; 22 0 sea opuesta a alla, evidentemente A es igual a la razén

r/e. En particular, si A = —, el punto § es el punto medio del segmento

2
212, y estd representado por el nimero complejo
¢ = 2+ 2 .
2

El vector correspondiente a % (22 —21) €8 perpendicular a la recta
lque une z1 y 22; en consecuencia, es facil ver que los nimeros complejos

t=a4 i\ (z—2)

donde A es real, representan puntos de la recta trazada por un punto
arbitrario a y perpendicular a I

Problemas

1. Construir un trisngulo XYZ, dados los puntos medios P, &, R de los lados XY,
YZ, ZX.

SuGesSTION: Sean , ¥, z niimeros complejos que representen los vértices desconocidos
X,Y,Z, y p,q r nimeros complejos que representen P, @, R. Entonces: z +y = 2p;
y+z=2q 2+z=2r Por simplicidad de construccién el origen puede colocarse
por ejemplo, en P.

2. Construir un cuadrildtero XYZT dados los puntos medios P, @, R, S de los lados
XY,YZ, ZT, TX. El problema s6lo es posible si P, @, R, S satisfacen una cierta condicién.
iCuél es el significado geométrico de esta condicién? Satisfecha esta condici6n, el pro-
blema es indeterminado.

3. Dados los puntos medios de cinco de los lados de un exdgono, jcémo puede ubicarse
el sexto para que existan exdgonos tales que los puntos medios de sus lados sean los dados?

4. Dados los puntos P, @, R tales que dividan los lados del tridngulo XYZ en segmentos
cuyas razones sean:
XP T YQ

PY 1 ' Qz

construir el tridngulo. Discutir la condicién para la existencia de un verdadero tridn-
gulo.

5. Los ntimeros complejos z = a + (b —a) ¢, donde a y b son complejos dados y { un
admero real variable, representan puntos de la recta ab. Demostrar que las rectas

z=a+b—a)t ; z=c+{d—ct
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b—a

I =0,
d—c¢
b—a

R =0.
d—c¢

6. ;Cémo puede hallarse el punto de interseccién de las rectas del problema 5 si no som
paralelas? El valor de ¢ para el punto de interseccién estd dado por:

' b—a I a—c¢ -0
‘ d—c¢ + d—e¢ /)

7. Si 21, 2, 23 representan los vértices de un tridngulo, demostrar que las medianas se
cortan en un punto y hallar el nimero complejo correspondiente a este punto.

son paralelas si

y perpendiculares si

8. Los ntmeros complejos zi, 22, z; representan los vértices de un tridngulo zi2:z: de
sentido positivo. Si @, b, ¢ son las longitudes de los lados z12s, 2225, 2123y 4, B, C los dngulos
opuestos, demostrar que
23— 21 c

=%—(cosC +isenC) ; —— =

21— 22
23 — 22 b

(cos A —isen 4).

23 — 22
Adems4s, utilizando la idzntidad

(21 — 22) + (22 —23) + (23 —21) =0

demostrar que
sen A sen B sen C

a b c

b =acosC + ccos 4; ete.

*9_ La media geométrica \/ 2122 de los ntimeros complejos z y 22 puede construirse

de la siguiente manera: Dibdjese la bisectriz I del dngulo
—_— —>
comprendido entre Oz y Oz y por O la recta I’ perpendicu -

lar a I. Témese z; simétricamente a 2. con respecto a I', y
dibdjese un circulo que pase por los puntos 2, 2, 23 y corte
a ! en los puntos ¢ y — §. Estos dos puntos representan dos
valores de la media geométrica.

*10. Con base AB = 2 a construir un tridngulo ABX co-
nociendo el producto de los lados 4X.BX = m? y la dife-
rencia de los dngulos € ABX — { BAX = 3&.

SucesTION: Témese la base AB como eje real, el origen O
en su punto medio, y sea X el ndmero complejo que repre-
senta el vértice inc6gnito X. Las condiciones del problema
nos llevan a la ecuaci6n

X2 = q*—m? (cos 8 —isgen?d), 4 0 B

X?2=|la+m cosi—isen—i- a—m|cos i—'ilseni .
2 2 2 2

La construccién de X surge del Problema 9.

o bien



CAPITULO 1II

POLINOMIOS DE UNA VARIABLE

1. Las funciones racionales enteras o polinomios. — Una expre-
sién de la forma

a2+ a2zt + ...+ a,

en la cual ao, @, ..., @, son nimeros dados (reales o imaginarios) y la z
es la variable, se llama funcién racional entera de x o polinomio en z.
Las constantes aq, ay, .. ., g, se llaman coeficientes, y los monomios se-
parados:

Qo™ ;a1 x™t ;L. ap

se denominan términos del polinomio. Si g, 5« 0, el polinomio es de grado n
Y ao2™ es su término principal. Los términos con coeficientes iguales a
cero usualmente se omiten; mientras que, por otra parte, antes del
término principal pueden agregarse tantos términos con coeficientes
cero como se desee v todos los polinomios asi obtenidos son considerados
idénticos. Aun cuando estrictamente hablando, un polinomio debe
contener la variable x, sin embargo, por una cuestién de conveniencia,
es costumbre considerar a las constantes distintas de cero como poli-
nomios de grado cero. Un polinomio cuyos coeficientes son todos iguales
a cero, se llama ¢dénticamente nulo y es reemplazado por cero. Al poli-
nomio idénticamente nulo no se le atribuye grado. Dos polinomios se
consideran <guales si son idénticos término a término; es decir, la
igualdad:

Gr*F a4 ... a, =bex*+ b+ ... + b,

implica que:

ay=bg ;&1 =b1;...;a, = by.

A menudo es conveniente introducir en la notacién de polinomios
€l uso de signos de funcidén: f(z); g(z); ¢ (2): ete.; y atn omitir la z,
escribiendo simplemente: f, g, etc., si no puede darse lugar a dudas
procediendo asi. El resultado de la sustitueién de un nimero a en lugar
40
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de z, en un polinomio f(z), es un ndmero llamado valor numérico
de dicho polinomio para z = a y se indica con f{(a). Asi, para los
polinomios:

fl@ =3x—z+ 2, gx) =42 —2*+4+22—1,
h(z) =V22! —(B3+V2)z + 4,

tenemos
f(—=1D) =0, g6 =3+3¢, (1) =1.

2. Multiplicacion de polinomios. — La adici6n, sustraccién y mul-
tiplicacién de polinomios se conoce suficientemente bien de los cursos
elementales de 4lgebra. Solamente puede agregarse una observacién
de naturaleza prictica con respecto a la multiplicacién. Si deseamos
por ejemplo, multiplicar los polinomios:

2—z+1 y 2*4+z+1
la disposicién usual de los polinomios es la siguiente:

(22 —2z + 1) X (224+z+1)
x4__x3+x2
22—zt 4z
22—z +1
» + 22 4+ 1

Este procedimiento, sobre todo cuando los polinomios a multiplicar
tienen muchos términos, supone un trabajo indtil bastante considerable
al escribir las potencias de z. Esto puede evitarse usando el método de
los coeficientes separados. En este método eseribimos solamente las suce-
siones de los coeficientes de los polinomios que deseamos multiplicar,
comenzando con los principales, y sin omitir los coeficientes nulos.
Entonces, los coeficientes de uno de los polinomios se mulfiplican en
orden por el primer, segundo, tercer, etc. coeficientes del segundo poli-
nomio, y los renglones de ntimeros se disponen uno bajo el otro de tal
manera que cada renglén esté desplazado un lugar a la derecha con
respecto al precedente. Sumando los niimeros que se encuentran en una
misma columna obtenemos los coeficientes ordenados del producto,
v finalmente restituimos las potencias de z faltantes. Por ejemplo, la
operacion realizada méds arriba puede ordenarse como sigue:

1—1 1 X 1 11

1 —-1 1
1 -1 1
1—1 1

1 0 1 01
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de manera que el producto resulta:
2305+ 22+0x+1=2at+22+ 1.
Como otro ejemplo, multipliquemos:

3 —222+4+3 por 2zt —3z° 4 422 —1.

En este ejemplo el calculo se dispone como sigue:

1 0 1—2 0 3 X 2—3 4 0—1
2 0 2—4 0 6
—3 0—3 6 0—9
4 0 4 —8 0 12
-1 0—-1 2 0—3
2 -3 6—7 9—2—10 14 0 —3

de manera que el producto es:

229 — 328+ 627 — 720+ 9aF— 22t — 102° + 142° — 3.

Uno de los renglones estaba compuesto de ceros, por lo que es obvio
que podia omitirse.

Dcbe agregarse una advertencia més de importancia tedrica: Si dos
polinomios no idénticamente nulos f(z) y ¢ (z) tienen términos prin-
cipales ag 2" y bo 2™, el término principal del producto sera

Ao byantm

y el coeficiente difiere de cero; por lo tanto f(z).g(x) es un polinomio
no idénticamente nulo. En consecuencia, si

J@ g =0

uno de los factores debe ser un polinomio idénticamente nulo.

Problemas
Multipliquense por el método de los coeficientes separados:
1.t +28+2+2z+1 por —a 42—z + 1.
2.244—3234+2—1 por 2 +3x2—1.
3.zt 423 —52—2 por 2t — 428 —5Hx?—2.
4. 5 —3z* +a2t—z+1lpor 33+ 72 —«z + 1.
3. Divisi6on de polinomios. — La divisién de polinomios requicre
una explicacion més detallada. Sean:
J(z) = apax® + axv ...+ aa
g(x) = boxm+ byamt 4+ ... 4+ bn
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dos polinomios de grados n y m respectivamente, por lo que ao = 0
v by =0, y supéngase que n = m. Eligiendo en forma apropiada una
constante ¢, se puede obtener un polinomio:

f (@) —cozr™mg (2) = f1(x)

que si no es idénticamente nulo, serd de grado n; < n; para ésto es

suficiente tomar
Qg

Co = —

be
Mientras sea n; £ m puede encontrarse una constante ¢, tal que:
fi(@) —cizm ™ g (2) = f2(2)

que si no es idénticamente nulo, serd de grado 7y < ny. Si ny 2 m,
puede repetirse el mismo proceso. Ahora, los grados de los « restos par-
ciales » f1(z); fe(z); ... forman una sucesién decreciente, de manera
que habri algdn primer resto parcial fi.1 (z) que, o bien es idénticamente
nulo, o es de grado 7.1 < m. Reemplazando fi(z); fa(x); ... ; fi (z)
por su valor, tomado de las identidades:

J @) —cozrmg (2) = fi(2)
fi(@) —cizm—mg (2) = f2(x)

Je() —crx™ " g (2) = frn (2)
y poniendo por brevedad:
Coxm ™ Fcrxmm 4+ L e’ " = q(x) ; fen(x) =7 (x)
obtenemos la identidad:
f@) =g q@ + (),

en la cual r (z) es de grado menor que m o es idénticamente nulo. Los
polinomios ¢ () y 7 (z) se llaman cociente y resto de la divisién de f (x)
por g (z) v se encuentran por el proceso antes descripto, que es esencial-
mente igual al que se ensefia en los cursos elementales de dlgebra.

Igual que en la multiplicacién, en la prictica es ventajoso evitar
el escribir las potencias de z usando el método de los <« coeficientes
separados ». Por ejemplo, dividamos

224+ 2"+ 3z2t—1 por z*—3z2*+4zx+1.

Al escribir los coeficientes separados no deben olvidarse los coefi-
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cientes nulos de los términos faltantes. La operacién se dispone como-

sigue:
Dividendo Divisor
1 1 0 0 3 0 0 0—1/1—3 0 4 1
1 —3 0 4 1 1 412 32 82
4 0 — 4 2 0 Cociente
4 —12 0 16 4

12 — 4 —14 — 4 0
12 —36 0 48 12 0
32 —14 — 52 — 12 0
32 —96 0 128 32 — 1
82 — 52 —140 — 31 — 1
82 —246 0 328 82
192 —140 —360 —83 Resto

Por lo tanto el cociente y el resto son:
o+ 422+ 122 4 322 4 82, cociente
194 23 — 140 2> — 360 x — 83, resto

e idénticamente:
et 42"+ 32 — 1= (2t =328 + 4z +1) (2 + 42° +
+122% 4+ 32x + 82) + 194 2® — 1402*> — 3602 — 83

Si el resto de la divisién de f (z) por g (x) es cero, es decir, si
f(z) =g @) q )

donde ¢ (x) es un polinomio, se dice que f(z) es divisible por ¢ (z) o
que ¢ (x) es un divisor de f(z). Légicamente, ningin polinomio que no
sea idénticamente nulo puede dividirse por otro de grado mayor. De
esto puede inferirse que en una identidad de la forma:

J@) = 9@ a@) + )

donde ¢: (x) y 1 (x) son polinomios y ri (z) es, o bien cero, o tiene grado
menor que ¢ (z), ¢: (x) v 71 (z) coinciden con el cociente y el resto obte-
nidos por divisién. En efecto, si

J@) =g@ a@ +n@=g&gq@+rk

entonces

g (@) (@) —q@]=r@—rnrk

que demuestra que r(z) — r; (¥) es divisible por g (x). Es imposible
que 7 (z) —r1(x) no sea idénticamente nulo, pues en ese caso su grado
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seria menor que el de g (z) y no podria ser divisible por g (z). Porlo
tanto ry (z) =« (z) y también ¢, (z) = ¢ (z).

La simple advertencia siguiente sers necesaria més adelante: Si dos
polinomios f y fi son divisibles por g, entonces para polinomios 1 vy b,
€l polinomio '

¥+ uf
serd divisible por g. En efecto, por hip6tesis
f=99;fi=9q,

donde ¢ y ¢: son polinomios; por lo tanto:
Y+ ufi=g(g+hLaq)

es divsiible por g.

Problemas

Dividase por el método de los coeficiente separados
1.274+328—22*+322—z+ 1 por 2t —z + 1.

2,227 —328 + 25 —3 24+ 522 —422 + 22 —1 por 22* —3z* 4z —1,
3.25—322+4+6z—1 por 22 +z + 1.

4. 719+ 25+ 1 por 224z + 1.

5. (# 4+ 1)"—2z7—1 por {z* + z + 1)2.

4. El teorema del resto. — El resto de la divisién de un polinomio
por un binomio z -— ¢, donde ¢ es un ntimero arbitrario, puede encon-
trarse sin realizar la divisién, por medio del siguiente teorema, que es
importante a pesar de su simplicidad:

Teorema del resto. — El resto obtenido en la divisién de J(x) por
(x —c¢) es dgual al valor numérico del polinomio f(z) para z =¢c, es
decir, a f(c).

DEeMosTrACION: Por ser el divisor de primer grado, el resto serd una
-constante 7. Llamando al cociente ¢ (z), tenemos la identidad:

fl@) =@—c) g +r.

Al sustituir 2 por ¢ en esta identidad, debemos obtener ndmeros iguales.
Ahora, por ser r una constante, no estd afectada por esta sustitucién
Y el valor del segundo miembro para z = ¢ ser4

lc—c)qle)+r=r
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mientras que el primer miembro es f (¢); por lo tanto:
r = f(c)
lo que significa que, idénticamente en z, es:
f@) =@ —c¢cq@ + S

Se deduce de este teorema que f(z) es divisible por (x — ¢) sélo si

J) =0

Ejemplo 1. Demostrar que f(x)=2"4+2"—br+3 cs divisible por z +3. En
este caso ¢ = — 3, y por lo tanto tenemos que calcular

f(—3) =—271+9+1B+3=0

por lo tanto f(r) es divisible por « + 3.

Ejemplo 2. Demostrar que z™ —¢" es divisible por z — c. Esto es clerto puesto que
¢* — ¢ = 0; ¢l cociente, hallado por divisién ordinaria, es:

In—l + 6271—-2 + ¢ In——B + ...+ cn——l_

Ejemplo 3. ;En qué condiciones 2" — ¢" og divisible por z 4 ¢? En este caso debe
sustituirse © = — ¢ en x" + ¢%; el resultado de la sustitucidn es:

(—)" 4+ c? =™+ ¢ = 2c" st n s par,

— " 4 ¢® = U si n es Impar.

(— )" 4"

il

Por lo tanto 2" + ¢ es divisible por & 4 ¢ (para ¢ = 0) s6lo si n es impar, y para un »
par el resto después de dividir es 2 ¢™.

Problemas

Qin efectuar la divisién demostrar que:

1. 20 + 343+ 322 + 31 + 2 es divisible por z + 2.

2. 15— 32+ 22— 2z —3 es divisible por z —3.

3. Siay b son distintos v f (2) es, separadamente, divisible por z —ay z — b demos-
trar que es divistble por (z — a) {x — b).

Sin efectuar la divisién demostrar que:

4. 20t — 728 —22 + 132z + 6 es divisible por z*—5z + 6.

5. 226 4+ 245 + 24 + 2 2% + 22 + 2 es divisible por 2? + 1.

6. 28+ 415+ 32t +22% +z + 1 es divisible por 2t 42+ 1.

7. Demostrar que (z + 1)? — 1% —1 es divisible por 22 4 x + 1 sélo si » es un ni-
mero impar no divisible por 3.
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5. Regla de Ruffini. — EI cociente de la divisién por (x — ¢) puede
determinarse por un procedimiento muy conveniente, conocido como
Regla de Ruffini. En la identidad del Parrafo 4

J@ =@—cq@ +r
sustituyamos el cociente

q@) =box™ 14+ bram2+ ... 4 by

donde bo; bi; be; ... ; ba-1 son coeficientes que se determinarén.
Efectuando la multiplicacién, tenemos:

(z—c) q(z) = boam + (by — cby) z*! +
+ (b —cb) 22+ ... 4 (bp—1 — cbn—g) T — cbp_

y
(x —¢)q(x) +r =boa™ + (b — cbo) 2"—1 +
F+ (bs —cb) a2 + ... 4 (b1 —Cbp2) T + r — cbpy.
Como este polinomio debe ser idéntico a
G2+ a1+ . Ha, g+ a,
para daterminar bo; by; be; ... ; b,y y r igualamos los cosficientes de las

mismas potencias de z, obteniendo el grupo de ecuaciones:
bo = dp , bl'—Cbo = a; , bz'—Cbl =dz ; ... ;

bn—l " Cbn—2 = ap—1 ;, T — Cbn-—-l = an,

de donde se desprende que by, by, ..., b, y r se calculan ordenadamente
de la siguiente manera:
bo=a¢ ; by =ar+ ¢by ; by =as+cby ;... ;
bnei = an—1 4 b ; 7 = an+ cbp.

El cdlculo es de naturaleza recurrente, y en la prictica puede ordenarse
mas convenientemente asi:

) G @ G ... Gn—1 Gy
Cbo 6b1 . Cbn_2 bg,__1
ag = bo b]_ b2 e bn—l a resto

-

-~
coeficientes del cociente

Todos los coeficientes de f (x) estdn escritos sin omisiones en el pri-
mer renglén, comenzando con el ay. El tercer renglén comienza con
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as = by que se multiplica por ¢, el producto se escribe en el segundo
renglén y se suma a a;; la suma b se escribe en el tercer renglén. Nue-
vamente, b; se multiplica por ¢, el producto se escribe en la segunda li-
nea y se suma a dp; la suma se sitia en el tercer renglén, y el mismo
procedimiento se repite hasta que, en la dltima columna, se encuentra
el resto 7.

Las expresiones indzpendientes para bo, by, .. ., ba—1, 7 que s2 obtienen
por sustituciones sucesivas son:

bo=ao ; bi=ac+a ;be=act+amcto ;... ;

bn—l = Qg Cn—l + a; cv—2 -+ ... + ap—1

r=aoc® + a1t 4 asc™ 24 L. Gn = f(c)

que es una segunda comprobacién del teorema del resto.
Considerando la sucesién de polinomios:

Jo=ao;fi=afota;fo=afi+a;...; fa(2) = gfp1(x) + as

es evidente que:
fi(@) = oz + a4 ... + a;.

Por lo tanto
bi=fi(¢) 1=0,1,2,...,7—1,

y
fi@) = @—o) [fo(e) 2t + fi(e) 22+ .+ [ (O] + fi(e) -

El proceso precedentemente descripto para la obtencién del cociente
y el resto cuando se divide f(z) por (x — ¢) se conoce como Regla de
Ruffini. Siendo el resto f(c), la regla de Ruffini nos provee un medio
conveniente para calcular el valor numérico de un polinomio para un
valor dado de la variable.

Ejemplo 1. Encontrar el cociente y el resto de la divisién de

36 —T25+ 52t —r2—6zx—8 porzx+2.

Los célculos necesarios se disponen como sigue:

—2) 3 ~7 5 0 i — 6 —8
— 6 26 —62 124 —246 504
3 —13 31 —62 123 —252 496

Luego el cociente es:

355 — 13z + 31 23 — 62 2% + 123 £ — 252
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y el resto
r = 496 .
Ejemplo 2. Dividir

528 —T72*+622—2z+4porz—1.

En este caso el proceso por la regla de Ruvfini se reduce a sumas y puede disponerse
en dos renglones, como se indica:

1) 5 0 -7 6 —

o
(==
[\
-
(I
- I'S

de manera que el cociente es:

S5z +5x3—222+4zx 42,

y el resto
r==6.

Una simplificacién similar ocurre cuando ¢ = — 1, en cuyo caso el
proceso consiste inicamente en restas.
Problemas

Mediante la regla de Ruffini determinese el cociente y el resto de dividir:

1.224—628+72°—52z+1 por z4 2.

2. —zt 4+ 728 —4zx por x — 3.
3.622—10z2+5z+3 por  — 1,2,

4. 1022 —222 43z —1 por 2z —3.

5.8+ —22 41 por 3z + 2.

6. (n —1) 2" —na™ ' +1 por (z — 1)z,

7. Calcular f (0,75), siendo f(z) = — 323 + 622 —z + 1.
8. Calcular f (—0,3), siendo f(x) = — 224 + 628 — 22 - 2.

6. Regla de Horner. — Dado que segin el desarrollo de Newton,
toda potencia
zr=[c+ (x—o)]*=cm+ me™ ' (x —c) +
m(n—1)
1.2

+ e 2(x—c)+ ..

puede expresarse en potencias de £ — ¢, siendo ¢ un nimero arbitrario,
cualquier polinomio puede desarrollarse en forma similar. Sea

f(a:) = Ao + Al(:c“c) +A2 (.’E—C)2+ +An($-‘—6)".
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Los coeficientes de este desarrollo pueden determinarse en forma muy
conveniente por aplicacién repetida de la regla de Ruffini. En efecto,
-escribiendo
f @=4c+@—0) fi(2) ; fi(@)=A1+4: @—0)+ ... +As(z—c)"1
fim)y=A1+(@—<) f2 () ; f2 (@) =42+ ... +4a(x—0)"?

es evidente que A, se obtiene como resto de la divisién de f (x) por
(x —¢); A;: como resto de la divisién del segundo coeficiente f; (x)
por z-—c¢, ete. La disposicién de este procedimiento conocido como
Regla de Horner se entiende mejor mediante ejemplos.

Ejemplo 1. Desarréllese segtn las potencias de x —1:
f@ =48 —6x 433+ 2> —z—1

En este caso la Regla de Horner se simplifica, reduciéndose a sumas

H» 4 —6 3 1 -1 -1
4 —2 1 2 1 0
4 3 5 6 -
4 6 9 14 -
4 10 19
4 14
. =

Los ntimeros subrayados, leidos de derecha a izquierda, representan los coeficien-
tes Ay, A1, A, ..., Ay. Luego:

f@ =04+6G—1)+14E—1)2+19@@—1P3+ 14 —1)+4@—1"

Ejemplo 2. Desarréllese
f@ =zt—622+1

en potencias de z + 2. El esquema de cslculo de la Regla de Horner es, en este caso:

—2) 1 0 —6 0 1
—2 4 4 —8
1 —2 -2 4 —7
—2 8§ —12 T
1 —4 6 —8
—2 12 T
1 —6 18
—2
1 -8
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Por lo tanto:
=622 41 =—T7—8(+2)+18(z+2)*—8(@x+22 3 (z+2)*

es el desarrollo pedido.

Problemas
Desarréllese:

1. 25 — 2 en potencias de z — 1.

2. 25— 6 2% + 22— 1 en potencias de z 4+ 1.

3. —4 28+ 226 — 2z + 1 en potencias de = + 2.
4. 32+ 6% + 22— 1 en potencias de z —0,3.

7. Formula de Taylor. — Los coeficientes del desarrollo de un poli-
nomio en potencias de z — ¢, dependen de una manera simple, de los
valores numéricos de este polinomio y de sus derivadas en z = ¢. Mien-
tras la nocién de derivada de una funcién, en general, estd intimamente
ligada a la idea de limite y por lo tanto, pertenece con més propiedad
al calculo diferencial, en el caso especial de los polinomios, las derivadas
pueden definirse algebraicamente sin referencia alguna a limites. La
derivada f’ (z) de un polinomio f (z) puede definirse como el coeficiente
de la primera potencia de h en el desarrollo de f(xz + h) en potencias
crecientes de una variable auxiliar A. De esta definicién y del desarrollo
del binomio:

—c+hr=(E—c*+n(z—c)*h+ ...

se deduce inmediatamente que la derivada de (z—c)"es n (x —c)*?
v, en particular, que nz" ! es la derivada de z® Adn més, es evidente
que multiplicando un polinomio por una constante, su derivada queda
multiplicada por esa constante y que la derivada de la suma de poli-
nomios es igual a la suma de sus derivadas. De esto es fécil sacar la.
conclusién de que la derivada de

f@) =azr+ gzt + ... + a2 + ay,,
es
@) =napz 14+ m—1Dazm24+ ... + Gn_y.

Puesto que f’ () es un polinomio, podemos considerar su derivada,
que se llama segunda derivada [’ (z), de f(z). En forma similar, la
derivada de la segunda derivada es la derivada tercera, f'” (z), de f (),
etcétera.

Ahora, témese el desarrollo

f(@) = Ao+ 41(x—¢) + Ao —c)2 + ... + Ap(z— o)
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y férmense las sucesivas derivadas de ambos miembros:

S @) =41 +2A4A:(x—c¢c)+345(x —c)2+ ... +nd,(x—c)1
J" (@) =24 43.2.4A3(x—¢)+ ... +n(n—1) A, (x —c)~2
S (@) =3.2.4;+4.3.2. 45 —¢c)+ ...

i

Tomando aqui © = ¢, encontramos

Ao=f(0); di=p () ; A =1 4,70
1.2 1.2.3
¥, en general:
®)
Aiz—._j.-._.__(ﬂ—_._,
1.2.3...1¢

Luego, el desarrollo de f (z) en potencias de (x — ¢) toma la forma

@ =10+ f'i"') (@ —o) +%L<x~—c>2+

/o ()

———-(I—-C)"
1.2.3...n

+ ...+

que se conoce con el nombre de férmula de Taylor. La regla de Horner,
que sirve para calcular los coeficientes de este desarrollo, constituye un
método conveniente para calcular los valores numéricos de un polinomio
vy sus derivadas para un dado valor de su variable.

Problemas

Calcular el valor numérico de los siguientes polinomios y de sus derivadas para el valor
de z indicado:

1. —x*+6x*+2x—1 paraz =1.

2,225 —T72*—10224+22—6 paraz = —1.

3. 423 —T722+ 52+ 3 paraz=—2.

4 1 . 1 s 4 1 . 1 1 1

ot — —r2——x arg r = — — -
4 2 6 3 P 2

8. Maximo comiun divisor de dos polinomios. — Dos polinomios
pueden ser divisibles por un mismo polinomio, que se llama entonces
comtn divisor. Por ejemplo, los polinomios:

43 +4—z—2=(+ D (E+2) @@ +z—1)
2+225+ 2 +322 4+ 3 +2=(C+D)(+2) (@ —2£4+22+1)
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tienen los divisores comunes
z2+1;24+2; @+ ) (+2)=224+3z+2.

De todos los divisores comunes de dos polinomios, se asigna especial
interés al divisor comin de grado méximo. Esta expresién se denomina
mdximo comdn diwisor. Veremos en seguida que el madximo comuin divisor
es esencialmente Unico, y que puede encontrarse por una serie de opera-
ciones regulares. Sean dos polinomios dados f y fi. Dividiendo f por f,
sea ¢z el coeficiente y f; el resto tal que

f=ha+/f.

Si f: no es un polinomio idénticamente nulo, podremos continuar
dividiendo fi por f;, obteniendo un cociente ¢; y el resto f; tal que

Hh=fiqa+fs.

Nuevamente, si f; no es idénticamente nulo, la divisién de f; por f3
lleva a otra identidad

f2 =f3q:;+f4;... ete.

Desde que el grado de los polinomios f1; fa; f3; ... disminuye y las
operaciones pueden continuarse mientras el dltimo resto obtenido no
sea un polinomio idénticamente nulo, debemos llegar a un resto f, que
divida exactamente al resto precedente, de manera que tendremos r
identidades:

' =ha+h
f = faqz + f3
fr—= = feage—1 + [
fra=frgr.
De estas identidades puede inferirse: primero: que f, es un divisor
comun de f y fi; y segundo: que cualquier divisor de estos polinomios

divide a f,. Para demostrar el primer punto observamos que f, divide
a fr—i1, por lo tanto divide también a

fr—2 = fr—IQr—l +fr .

Nuevamente, desde que f, divide a f,—; y fr—s dividir4 a fr—3 y conti-
nuando de la misma manera, podemos deducir finalmente que f, divide
afyf

Para demostrar el segundo punto, supéngase que d divide a f y fi.
Entonces, como se puede ver de la identidad

fe=f~-fiq,



54 TEORIA DE ECUACIONES

d dividird a f; y fz. En la misma forma, la identidad
fa = f1 —fz q2

demuestra que d divide a f: y fs; continuando el mismo razonamiento,
concluimos que d divide a fr—1 ¥ fr. Desde que todo divisor comiin de
f v fi divide a f,, ninguno de ellos puede ser de mayor grado que f,
por lo tanto, f. es un divisor comin de grado méximo; y, si d es otro
divisor comun del mismo grado, divide a f, y el cociente es una constante.
Luego, hay infinitos divisores comunes de f y f1 de grado mdximo, pero
todos ellos son de la forma

cf

donde ¢ es una constante arbitraria. En cuestiones de divisibilidad, los
polinomios que difieren dnicamente en un factor constante, no pueden
ser considerados como esencialmente distintos. En este sentido hay un
{nico maximo comun divisor, que puede ser el polinomio f,, determina-
do de acuerdo al algoritmo descripto anteriormente, o bien cf,, donde
la constante ¢ sc elige de mancra de tener ¢l resultado mas simple.

Pucde suceder que ¢l mismo f, sca una constante en este caso los
polinomios no tienen divisores comunes y se denominan polinomios sin
divisores comunes o polinomios primos entre si. El procedimiento de
divisiones sucesivas por medio del cual se determina el miximo comuin
divisor es similar al algoritmo de Euclides que se usa en aritmética
para encontrar ¢l maximo comun divisor de dos, enteros. Por analogia
se llama algoritmo de Euclides aplicado a los polinomios.

Ejemplo 1. Encontrar el mdximo comin divisor de
f=24+25+234+32+3x+2
fi=r+4rr+422—z—2

El primer paso en ¢l algoritmo de Euclides es dividir f por fi. La divisién se rea-
liza con los coeficicntes separados como sigue: -

1 2 0 1 3 3 2 [t 4 4 —1 —2
1 4 4 —1 —2 )
—2 —4 2 5 3
—2 -8 -8 2 4
4 10 3 —1 2

4 16 16 —4 —8
—6 —13 3 10

El primer resto cs
fi=—6z3—1322 43z +10.

Ahora tenemos que dividir f; por fo. Esta divisién introducirfa coeficientes fraccions-
rios y, para evitar este inconveniente, podemos multiplicar f; por 6; de esta manera fs
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estard multiplicado por una constante, la cual no tiene importancia para nuestro propé-
sito. La siguiente operaci6én es, por lo tanto:

6 24 24 — 6 —12 |—6 —13 3 10
6 13 —3 —10 l_l —11
11 27 4 —12

Nuevamente, para evitar fracciones, multiplicamos los ndmeros del dltimo reaglén
por 6; esto cambia el resto final de manera que en lugar del f; que obtendriamos por el
procedimiento corriente, tendremos f; multiplicado por una constante. La operacién
continda asi:

66 162 24 — 72
66 142 —33 —110
19 57 38.

Todos los coeficientes tienen aqui el factor 19; simplificando podemos tomar como f;
fa=224+32z+2.

Téngase en cuenta que en el renglén en que se escriben los coeficientes del cociente,
los némeros ya no representan dichos coeficientes. Pero esto no tiene importancia, ya
que no nos interesan los cocientes, sino solamente los restos y de éstos no nos preocupan
los factores constantes. Ahora tenemos que fividir f; por f;. Esta divisién

—6 —13 3 10 1 3 2
—6  —18  —12 o
5 15 10
5 15 10
0

finaliza con resto nulo. Por lo tanto las operaciones terminan aquf y el méximo comtn
divisor pedido puede ser

24+3z+4+2.
Ejemplo 2. Encontrar el miximo comin divisor de
f=a8—2t—223 422242 —1
fi=bat—43—622+ 4z +1

Aquf, antes de cumenzar la divisién, se multiplican todos los coeficientes del primer
polinomio por 5; entonces, el procedimiento continda de la siguiente manera:

5 —5 —10 10 5 —5 |5 — —6 4 1
5 —4 — 6 4 1 |1 —1
Multipliquese —1 — 4 6 4 — 5
por 5 —5 —20 30 20 —25
—5 4 6 —4 — 1
Simplifiquese —24 24 24 —24
por 24 1 —1 —1 1

Podemos tomar:
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Luego:
5 —4 —6 4 1 |1 —1 —1 1
5 —5 —b5 5 | 5 1
—1 —1 1
1 —1 —1 1
0

y puesto que no hay resto en esta divisién:
fo=2w—2'—2a +1
es el mdximo comin divisor pedido.

Nora: Si todas las identidades del algoritmo de Euclides aplicado a f ¥ fi se multiplican
por un polinomio arbitrario g, es evidente que

gl 5 afs -5 90r

serén los restos sucesives, de los cuales el tltimo gf,, divide al precedente gf,—i1. En con-
clusion: si el maximo comtn divisor de f v fi es d, el de gf y gf1 serd gd. En particular,
si f y f1 son primos entre si, puede tomarse g como maximo comin divisor de gf ¥ gfi. En
el Capitulo XII se har4 referencia a csta observacién.

Problemas

Encuéntrese el méximo comin divisor de los siguientes polinomios:
1.f=214+213~—3:c2—2z—|—1 =8+ 222 422+ 1.
2.f=2t—62"—8zx—3 ; fu =23 —3z—2.
3.f="15+4x4+x3—x2+x—|—1 2 =65 —22xt +ad + 22—z + 1.
4.f=2x5+3x5+x4+713+412+4x+5 s h=at—at —zxz—1L

5. f= 026—0p 124222 —z—1;f1i=42+:4—722 82—z +1.



CAPITULO III

LAS ECUACIONES ALGEBRAICAS Y SUS RAICES

1. Las ecuaciones algebraicas. — Sea f(x) un polinomio con coefi-
cientes reales o complejos y grado Z 1. Igualdndolo a cero tenemos la
ecuacién

f@) =0

que se llama ecuacién algebraica. En esta ecuacién la z representa un
nimero desconocido que la satisface, es decir, que sustituido en f(z) da
cero como resultado. Cualquier nimero que satisface la ecuacién pro-
puesta se llama rafz; el problema de resolver una ecuacién consiste
en encontrar todas sus raices. Las raices de una ecuacién f(z) =0 a
menudo se llaman rafces del polinomio f(z). Si el grado del polinomio
es n se dice que la ecuacién correspondiente es de grado n. De acuerdo
a que sea n =1,2 34, ..., etc. tenemos las ecuaciones de la forma:

ar +a =0

a2+ azrz+a =0

B+ azttax+ a3 =0
Grttartattazrtas=0

ete.

de grado 1, 2, 3, 4, etc. o ecuaciones: lineal, cuadratica, ctbica, cuirtica,
ete. Se supone que el coeficiente principal a, es distinto de cero, aun
cuando ninguna condicién se impone a los otros coeficientes.

Si ¢ es ura rafz de la ecuacién

f@) =0
se deduce del teorema del resto que f (z) es divisible por (z — ¢), asf que
f(@) =(z—0fil)

donde fi (z) es un polinomio de grado n — 1, e inversamente, en caso
de que f(z) tenga el factor z — ¢, el nlimero ¢ es una raiz de este poli-
nomio. Si ¢; es otra rafz distinta de ¢, tal que f(c;) = 0, entonces, susti-
tuyendo ¢; en la identidad precedente, tenemos:

(er —¢)fi(e)) =0;
57
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de donde, desde que ¢; — ¢ = 0, se desprende que fi(c;) =0, es decir,
fi1(z) es divisible por  — ¢, 0 sea:

fi@) = (@ —c) fal2)
donde f:(z) es un polinomio de grado n — 2. Por consiguiente:

J@=@—0@—afh@

lo que demuestra que, teniendo dos raices distintas ¢ vy ¢, el polinomio
es divisible por (x —¢) (z —e1). Continuando de la misma forma, po-
demos concluir que f(x) serd divisible por

(x—c¢)(x—ec) ... (& —Cm-1)

si la ecuacién f (z) = 0 tiene m raices distintas: ¢, ¢1, €3, .. ., Cm—1.
Dos resultados importantes pueden derivarse de esta conclusién:
Primero: queda demostrado que una ecuacién de grado n no puede tener

méas de n rafces distintas. En efecto, supdngase que ¢, ¢, 6 ..., Cn—1
son n raices distintas de la ecuacién f(z) = 0; entonces, f(x) es de
grado n v es divisible por (z —¢) (z —c1) - .. (x — cn—1), que es también

un polinomio de grado n. Por lo tanto su cociente es necesariamente
una constante que es igual al término principal ao de f (x), de modo que:

f@ =ai(x—c)(@—c) ... (x — cn—1)

y el producto del segundo miembro no puede anularse para otros valores

de z distintos de ¢, ¢, ¢z, - . ., €a—1. Segundo: si se conoce un nimero
m < n de raices distintasec, ¢y, ..., Cm—1, las raices restantes se encon-
traran resolviendo la ecuacién reducida:
S (=)
fn(@) = =0,
(z—¢)(x —c) ... (T — Cm—1)

de grado n — m. Para obtener la ecuacién reducida es provechoso divi-
dir sucesivamente por cada binomio (x —¢) (z —¢) ... (T —Cm—1),
utilizando la regla de Ruffini.

Ejemplo 1. Resuélvase la ecuacién cudrtica:
#—522—10z—6 =0

conociéndose dos rafces: — 1 y 3. Los c4leulos para obtener la ecuacién reducida se dis-
ponen como sigue:

-1 1 0 —5 —10 —6
3 1 —1 —4 —86 0
3 6 6
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La ecuacién reducida es
22 42z24+2=0
y tiene las rafces

—147; —1—3.

Por lo tanto, adem4s de las dos rafces reales —1 y 3, la ecuacién propuesta tiene dos
imaginarias: —1 414y —1 —¢; y siendo estas cuatro rafces distintas, no hay otras
rafces. Al mismo tiempo se tiene el factoreo

H—b5r2—10z+6=@+1)E—3NE+1+)EE+1—19)

del polinomio dado en factores lineales, dos de los cuales tienen coeficientes imaginarios.
Sin embargo, al efectuar multiplicaciones tenemos:

z+14+9)(+l1—)=@+1)2+1=04+22+2

y es asf que el mismo polinomio est4 factoreado ahora en dos factores lineales y uno
cuadrdtico, pero de coelicientes reales

¢ =522 —10z—6=(+1D{&—3N*+2z+2).

Aun cuando una ecuacién de grado n no puede tener més de n rafces distintas, algunas
veces el nimero de éstas puede ser menor que el grado de la ecuacién. Asf, en las ecua-
ciones:

22+2z+1=0
2P—22—24+1=0
42 =0

la primera tiene sélo una raiz: — 1; la segunda s6lo dos rafces: 1 y — 1, y la tercera dos:
0 y — 1. Téngase en cuenta, sin embargo, que los polinomios correspondientes:

224+2z24+1=@+1)(z+1)
——z+1l=c—DE—1x+1)
Ht=zzxz. (z+1)

estdn factoreados en 2, 3 y 4 factores lineales respectivamente, algunos de los cuales
aparecen repetidos.
Problemas
1. Escribase una ecuacién cdbica con las rafces 0; 1; 2.
2. Escribase una ecuacién cdbica con las rafces 1; 1 4 4; 1 —34.
3. Escribase una ecuaci6n cudrtica con las rafces 1; —4; 1 +4; 1 — 1,

4. Resuélvase
2023 —3022+12z2—1 =0

1
siendo 5 una rafz.
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5. Una rafz de la ecuacién ctbica
2—Qa+)r*+a(@+2)z—a@+1) =0

es a + 1. Hdallense las restantes.

6. Resuélvase
2zt —x— 17224+ 15624+9 =0

si: 1 + \/? y1 —\/_2— son rafces.

7. Hillese el polinomio de menor grado que se anula para ¢ = —1; 0; 1 y tom. ¢!
valor 1 para z = 2.

8. H4llese el polinomio de menor grado que se anula para z = 0; 2 +¢; 2 —¢ y toma
los valores 1 y —1 para ¢ = —1 y z = 1.

9. Resuélvase
2—20+4+Dxt— 1 —20)z+2(1 +27) =0
dada la raiz 1 4 24.

10. Resuélvase
-1 F+202+(—4+D22+B+60)r+3—31=0

dadas las rajces 1 y \(—3—

2. Teorema de identidad. — Del hecho de que el nimero de raices
distintas de una ecuacién no puede exceder su grado, puede deducirse
facilmente el importante teorema que sigue:

Teorema de identidad. — Si dos polinomios f(z) y fi(x), ambos de
grado no superior a n, toman valores iguales para mds de n valores distintos
de x, son idénticos.

DEMOSTRACION: Supéngase que ci, ¢, - . ., Cm SOD los m > n nimeros
distintos para los cuales f(z) = fi (), es decir, para los que

fe) = filer) 5 F(ea) = filed) 5 ... ;f(em) = Fr1(cm) -
Si
F(x) =f(x) —fi(2)

no es un polinomio idénticamente nulo, entonces su grado m no es su-
perior a n. Sin embargo, la ecuacién

F(z) =0

tiene m raices ¢i, ¢s, ..., Cm todas distintas por hipdtesis. Dado que
m > n, el nimero de raices distintas de esta ecuacién excede su grado,
lo que es imposible. Por lo tanto F (z) es idénticamente nulo y los poli-
nomios f (z) v fi1(x) son idénticos término a término.
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El teorema que se acaba de demostrar tiene ttiles aplicaciones. Aquf
ensefiaremos solamente una.

Ejemplo. Por el desarrollo de Newton, para cualquier exponente entero y positivo
n se verifica:

n n(n—1) nin—1)(n—2)
1 [ —_ 2
(1 +2) tTt T2 1.2.3
Los coeficientes
1 - n  nmr—1) oonn—1)(n—2)
S T 1.2 ’ 1.2.3 T

son los coeficientes binomiales. Introduciendo la notacién usual

¢\ t—1) ... (t—r+1)
( B 1.2...7

, parar 21,
r

el desarrollo puede escribirse asi:

‘ n n n
(1+:c)”=1+( ):c+< )x2+...+( )x"‘
1 2 n

Escribase un desarrollo andlogo para otro exponente entero m:
m m m

(1+z)"'=1+( z + 24 ...+ )x"‘
1 2 m

y multipliquense. El coeficiente de cualquier potencia z* dada, debe ser el mismo en ambos
miembros. Multiplicando los segundos miembros, este coeficiente resulta ser:

)20 )6 ) ()

y debe ser el mismo que el coeficiente de z* en el desarrollo del producto de los primeros
miembros, es decir:
L4221 +2)" = 1+ ).

Se ve ficilmente que este coeficiente es

(")

Luego, tenemos una identidad numérica:

DI ()2

para enteros positivos m, n, & arbitrarios. Reemplicese ahora a los enteros m y n por
una variable z; el primero y segundo miembros de (1) se transformarén en polinomios

f@)=<z>+<ki])(j)+(ki2)<;>+”'+(z)
ﬁ@=<7)
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de grado k. Para tedos los valores enteros z = 1,2, 3, ..., por lo que se ha demostrado,
estos polinomios toman iguales valores; luego, son idénticos y por lo tanto la identidad

bz e ()= ()

se cumplird para todo valor de z y no sélo para valores enteros. En particular, tomando
z = k y teniendo en cuenta que, en gencral

(b26)-(5)

encontramos una expresién muy interesante para la suma de los cuadrados de los coeli-
clentes binomiales

kY (EE=DYV [EG—DE—2)Y kD GE+2) 2k
1+<1)+( 1.2 )+< 1.2.3 )+"'_ 1.2k '

Aquf, por supuesto, k£ es un entero positivo.
Por un razonamiento similar, pero un poco mis complicado, puede demostrarse que
para z e y arbitrarios

RIS [ L R

que generaliza (1). La demostracién directa de estas expresiones sin reeurrir al teorema
de identidad no serfa tdcil.

Problemas

1. Usando las identidades de este pérrafo demostrar

1+k 1 +k(ic—l) 1.3 N
1 2k—0 1.2  QRk—1)Ek—3)
E(k—1) (k—2) 1.3.5 B 24.6...2¢%
1.2.3 @k—1)2k—3)2k—5) ~  135...Ck—1)
1
para cualquier entero positivo k. Témese z = -5
214 2k 1 i 2k 2k —1) 1 i
) 2k —3 2 2k—3) 2k—5) 2.4
2k (2k—2) 2k —4) 1.3 N )
Ck—3) 2k—5) Qk.—17) 1.4.6
1
para cualquier cntero positivo k¥ > 1. Témese z = <5

3. Tomando z = — 2 demostrar que
B +1) @k + 1)

424 . k= -

3. El Teorema fundamental del Algebra. — Nunca se recalcari
suficientemente que no todo problema matemético que requiera la
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determinacién de algo, puede ser resuelto. Por ejemplo, si se requiere
encontrar un nimero real cuyo cuadrado sea — 1, es obvio que tal
requerimiento es imposible de satisfacer. Por lo tanto, cuando se da una
ecuacién algebraica y tratamos de encontrar sus rafces, ain admitiendo
los nimeros complejos, no resulta evidente que el problema sea resoluble.
En este caso, sin embargo, todas las dudas se disipan por un teorema que,
debido a su importancia, se llama teorema fundamental del 4lgebra.

Teorema fundamental. — Toda ecuacion algebraica con coeficientes com~
plejos arbitarios tiene siempre por lo menos una rafz real o imaginaria.

Se conoce un gran numero de demostraciones de este teorema, pero
ninguna es suficientemente simple como para ser desarrollada en este
lugar. Por lo tanto, lo tomaremos como base para desarrollos futuros,
pero sin demostrarlo. La demostracién se encontrard en el Apéndice I.

Sea { (z) un polinomio con coeficientes complejos, de grado n, y con
coeficiente principal a,. Por el teorema fundamental hay un nidmero
real o imaginario «; tal que f (a;) = 0. Luego f (2) es divisible por z — a
y podemos poner

J(@ = (& — ) fi(2),

siendo f1 () un polinomio de grado n — 1 cuyo coeficiente principal es ao.
Por el mismo teorema, la ecuacién

Si(z) =0
tiene una raiz real o imaginaria o, y por consiguiente:

fi(@) = (z— @) f2 (2)

donde f; () es de grado n — 2 y con coeficiente principal ao. Sin > 2,
el mismo razonamiento puede ser repetido hasta que se llegue a un poli-
nomio de primer grado, fn—; (z), con la rafz a, y coeficiente principal
as, tal que

Jrm1(x) = ao (x— an) .
De la sucesién de identidades
f@)=(@—a)fi(@) ; il@) =& —w)folr);...;

Jnm1(x) = ao (@ — an)

por sucesivas sustituciones encontramos:
f(.’l)) = ao(x——al) (.76 —"(Zz) (x-——a,.).

Esto significa que todo polinomio de grado n puede ser factoreado en
n factores lineales, no contando entre ellos la constante aq.. Estos factores
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no necesitan ser distintos. Supéngase que entre los nimeros ay, @, ..., @
tenemos

o nimeros iguales a a

f ndmeros iguales a b

A numeros iguales a [

Luego, combinando los factores iguales, vemos que
f(x) = ao(x—a) (x—b)e... (xz—I~

Los ndmeros a, b, ..., [ representan todas las rafces distintas de la
ecuacién f(z) = 0. Su nimero puede ser menor que n —grado de la
ecuacién— mientras que el niimero total de factores lineales es n. Para
restablecer la correspondencia entre el nimero de raices y el ndmero
de factores lineales se introduce la nocién de raiz miltiple. Una raiz «,
correspondiendo a la cual el factor z — @ aparece « veces, se dice que es
una rafz de multiplicidad « y se cuenta como « raices iguales a a. En
el caso de que o = 1, la raiz se llama raiz simple; en el caso de que a = 2,
3,4, ... sellama raiz doble, triple, cuddruple, etc. Si cada raiz se cuenta
de acuerdo a la multiplicidad, la proposicién de que una ecuacién de
grado n tiene siempre n raices iguales o desiguales, es vilida universal-
mente. Si a es una raiz de multiplicidad «, entonces en el factoreo de
S (x) el factor £ — a aparece « veces. Luego, f (z) es divisible por (z — a)
pero no es divisible por (z — a)*tl. En efecto, el cociente

¢ (2) =—f(¢= ao(z—b)e ... (z-— D
(x —a)*
no se anula para x = a, ya que todas las diferencias a —b; ... ;a — 1,

son distintas de cero; luego ¢ (x) no es divisible por (z — a)**t! La
condicién para que una raiz a sea de multiplicidad « puede ser expresada
de una manera diferente. Desarrollando f(z) en potencias de (x — a),
por la férmula de Taylor:

T@ =@+ ey LW gy

1 1.2
€5

@
1.2.3...n

+ .+

—_— a)n

aparece claro que la divisibilidad por (z — a)% requiere el cumplimiento
de las siguientes condiciones:

f@=0;f(@=0;...;f<P(@=0
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v una vez que estas condiciones se satisfacen:
f@ (a) ™ (a)
o)=Y @g—a)yt ..
@) 2( ) 1.2...n

(z— a)~.
1

Luego, si f (z) no es divisible por (z — a)**", debe suceder que f® (a)
no sea cero. Consecuentemente, la condicién para que una raiz a sea
de multiplicidad « es que:

f@=0;f@=0;...;fcV(@=0
pero
f@(a) =0.

Asf, si a es raiz simple
f(a) =0 pero f'(a) #0;
si a es raiz doble
f(a) =f(a) =0 pero f’(a)=0;
si a es rafz triple

f(@) =f(a) =f"(a) =0 pero f" (a) %0

ete.

Ejemplo 1. La ecuacién
f@)=z"—nz+n—1=0;n>1

se satisface para z = 1° jCusl es la multiplicidad de esta rafa?
Tenemos
f (@) =na"1—n
f7(@) =nn—1)z"?

Luego:
fW=0; fFM=0; A =0

v 1, por lo tanto, es una rafz doble. El polinomio f (z) es divisible por (z — 1)? pero no
por (z —1)3.

Ejemplo 2. ;Puede alguna otra rafz de la ecuacién ser miltiple? Supéngase que una
rafz «, diferente de 1, es rafz multiple. Entonces:

fl@=a"—na+n—1=0 ; f(a) =pn{1—1)=0.

De la segunda condicién
n

" 1=1; a"=a
v sustituyendo « por «” en la primera ecuacién, tenemos
a"—na+n—1=0—n)(a—1) =0.

Pero esto es imposible desde que a —1 0y n > 1.
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Problemas

1. Escribir el polinomio de menor grado que para r =0 toma el valor 1 y tiene
las siguientes rafces: 1 y — 1 como raices simples, 2 como rafz doble y —3 como
rafz triple.

2. Bscribir un polinomio de séptimo grado con 0 y 1 como rafcas dobles, — 1 como
rafiz triple y que para z = 2 el polinomio tome el valor — 1.
Descomponer en factores lineales los siguientes polinomios:

3. 23 —1. 4. 24— 1.
5. 28— 1. 6. z¢ 4+ 1.

1+
7. 28 —1. 8. 23— +

2

9, 2* + 22 + 1. 10. zt — 22 + 1.
il z. —zt + 1. 12, (1 4+ 204 + (1 —z9)A
13,240 4+33 4+ 22—3x—2. 14, 225 — 324 —2 28+ 422 —1.

15. (z + )7 —2"— 1.

o 2z . 2z
*16. Escribiendo © = cos —— + ¢ sen —— , demostrar que
n n

2l 24 4z 4l=0—0)(—o).. . (z—o" D).

* 17. Demostrar que

b 2% n—D= n
sen — sen —— ... sen = —
n n n 2™

SucEsTION: Hégase v = 1 en la identidad del Prob. 16 y t6mese el valor absoluto de
ambos miembros.

* 18. Demostrar que las rafces del polinomio

T z(x—1) z(z—1) (x —2) z(xz—1)...x—n+1)
gl — — 1"
1 1 + 1.2 1.2.3 + + ) 1.23...n
son 1,2,3, ...,n y factoréese.

*19.8if(0) #0y ai, a2, ..., a, son las raices de f () = 0, demostrar que

x x x

* 20. Encuéntrense las rafces de la ecuacién
A4z + (1 —20)" =0
y escribase el factoreo de

A +z)"+ (1 —z)"
5 .
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* 21. Demuéstrese que el Gnico polinomio de grado » — 1 que se anula para z = z3,

Z2, ..., %p y toma el valor 1 para z = z; es
g ()
(x —z1) ¢ (21)
donde
gz =@—z) z—z) ... (@—z).
*22. Sean zi, Zs, ..., Ty, n ndmeros distintos y

g@) =(x—x)(x—x2) ... (Z—2p)

Demuéstrese que el polinomio siguiente es de grado no superior & n — 1:

g (=) g (z) g (z)
f(x) = —— p+.. . t—
@—a) g @) | @—a)g (@) @—2zn) g (@)
¥y que para T = I, 23, ..., I toma los valores yi, ¥, . .., Yn. Demuéstrese también que

tal polinomio es dnico. Esta férmula —la férmula de interpolacién de Lagrange— resuelve
el problema de la interpolacién: Encontrar un polinomio del menor grado que para n
valores dados de z: z1, 72, ..., Tn, toma valores prescriptos y, ¥ ..., Un.

4. Raices imaginarias de ecuaciones con coeficientes reales. —
Todos los resultados establecidos anteriormente son véalidos para ecua-
ciones con coeficientes complejos arbitrarios. Con respecto a las rafces

imaginarias de ecuaciones con coeficientes reales tenemos el siguiente
teorema:

TroreEMA: Si una ecuacion con coeficientes reales liene una rafz
imaginaria a + bt de orden de multiplicidad a, tiene también la conjugada
a — bi con la misma multiplicidad, o sea que las rafces tmaginarias apa-
recen de a pares de conjugadas.

DEMOSTRACION: Sea
f@ =amzr+azrt+ ... +a,=0

una ecuacién con coeficientes reales y que tienen una rafzimaginaria
a + bi de multiplicidad «. Entonces:

fla@a+b)=0;f(a+b)) =0;...
ooy fe V(a4 b)) =0 ; f@(a+bi) =0.
La primera igualdad significa que:

gola + b)) +a(a+b)»1 4+ ... +a,=0,

Cuando se reemplaza cada nimero en el primer miembro por su con-
jugado, el resultado serd un ndmero conjugado de cero, es decir, cero
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(Cap. I, parrafo 7). Por otra parte, ao, a1, .. ., 8, cOmo nimeros reales,
coinciden con sus propios conjugados, luego, el conjugado de la ecua-
cién anterior es:

apla —bi)"+a1(a—bi)»+ ... +a, =0
0 sea

fl@a—bi)=0.

En forma similar, se demuestra que:

fla—b)=0;...;fV@—b)=0
y resta por demostrar que

f@(a —bt) %=0.

Por hipdtesis
f@(a+b) =A+ Bi

v A vy B no son ambos nulos. El mismo razonamiento anterior demuestra
que
f@(a —bi) = A — Bi

y este numero es distinto dec cero.

Del teorema que acabamos de demostrar se desprende que las raices
imaginarias de ecuaciones reales (es decir, ecuaciones con coeficientes
reales) ocurren siempre de a pares de conjugadas y por ello su nlimero
es par. Si el nimero de raices imaginarias es 2 s y el de las reales es r:

r+2s=mn

siendo n el grado de la ecuacién. En caso de que n sea impar, r debe
ser impar y por lo tanto al menos 1, lo que significa que una ecuacién
real de grado impar tiene al menos una rafz real. Si es de grado par
puede muy bien suceder que todas las raices sean imaginarias.

A cada factor lineal

z—(a+bl) =2—a—0be
correspondiente a una raiz imaginaria a + bi, hay un factor
z—(a—Dbi) =z—a-+ b
correspondiente a la raiz conjugada a — bs, ¥y su producto
(x—a—b)(z—a-+bi)=(@—a?+b=2—2a +a+ b
es un factor cuadratico con coeficientes reales. Luego, es posible sacar

la conclusién que cualquier polinomio real puede ser factoreado en
factores reales lineales y cuadraticos.
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Ejemplo. Las raices de la ecuacién
#4+1=0

s0on
1+ 1—i  —1—i

—141

vz oAz T A2

Desde que

(x_vl?“ fz‘) (”‘vlz— =5

7

+ ! i ( + ! +

z — — — z — - e
V2 o o2 V2 V2
el factoreo de z* + 1 en factores cuadriticos reales es

PdHl=(@—zV2 +1)@+zV2 +1).

Problemas

Descomponer en factores lineales y cuadréticos reales:

1. 24+ 4. 2. x4+ 224 1.

3.t —a22 4 1. 4, 28 —1.

5.z84 1. 6. A+ 2 +22+2 4+ 1.
Resolver:

7. 28 —223+622 +22z + 13 =0, que admite la raiz 2 + 3 4.

V2

>=x2—-—x\/?+1,

)=ﬁ+x{?+h

8. 25—3zt+423—4z +4 =0, que admite la raiz 1 4 1.

9,26 3354424 —62*4+522—3x + 2 =0, que admite la rafz 7.

10. 27+ 25—zt 423 —2 22— 1 = 0, que admite la rafz <.

*11, 28— 25 —8zxt + 223 + 2122 —9z — 54 =0, que admite la rafz \/'2_+i.

69

* 12. Los puntos representativos de las rafces de la ecuacién 323 + 422+ 82 +24 =0

est4n en un cfrculo con centro cero. Resuélvase.

*13. Si p, ¢, r son nlmeros reales y las raices de la ecuacién

2+ pzttgz+r=0

tienen igual médulo, demostrar que:

Pr—¢=0y @P*—q =4

*14. La ecuacién 2zt + 28 — 2z — 8 = 0 tiene cuatro rafces distintas de igual mé-

dulo. Resuélvasela.

* 15. La ecuacién 6 z* — z3 + 10 22 — 2 + 6 = 0 tiene cuatro rafces distintas de igual

médulo. Resuélvasela.
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5. Relaciones entre las raices y los coeficientes. — Entre las
raices v los coeficientes de una ecuacién hay relaciones que es Impor-
tante conocer. Para descubrirlas, consideremos primero el desarrollo
del producto

(x -+ b)) {x +b) ... (x+ bn)

en potencias decrecientes de z, comenzando por los casos particulares
n = 2,3, 4. Por multiplicacién directa se encuentra que:

(x + b1) (@ + by) = a% + (by + be) o + bibe

(x +b1) (@ + by) (x + bs) =
= + (b + ba + b3) @* + (bibs + babs + bibs) @ + b1 babs

(x4 b)) (@ + ba) (4 bs) (@ + ba) =2t + (b + b2 + bs + by) 2° +
-+ (blbz + b1b3+ bxb4+ b2b3 -+ b2b4+ bsb4> a? -+
- (b1bobs + bibaby + brbsbs + babsby)  + brbabsby.

Al examinar estos resultados observamos que:

1. Cuando n = 2 ¢l término principal es 2°, el coeficiente de x
es la suma de las cantidades b, y bs ¥ el término independiente de z es
su producto.

2. Cuando n = 3, el término principal es z°, el coeficiente de 2?
es la suma de las cantidades by, b v b;, el coeficiente de x es la suma
de los productos de estas cantidades tomadas de a pares, y el término
independiente de z es su producto.

3. Cuando n = 4 el término principal es ¢, el coeficiente de x° es
la suma de las cantidades b1, bs, by y bs, €l coeficiente de z* es la suma
de los productos de las mismas tomadas de a pares, el coeficiente de z es
la suma de los productos de las mismas tomadas de a tres y ¢l término
independiente de z es su producto.

Resulta, entonces, que la ley general para cualquicr nimero de fac-
tores es la siguiente:

Sea
s; la suma de las cantidades by, bs, b3, .. ., by
s, Ja suma de los productos de estas cantidades tomadas de a pares;

s; la suma de los productos de estas cantidades tomadas de a ¢;

sn el producto de todas ellas.
Entonces

= g7+ s+ osgxm 2 ... osiavi 4 L+ s,
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Para demostrar que esta ley es general usaremos el principio de in-
duccién completa. Suponiendo que la ley se verifica para n factores,
demostraremos que se verifica para n +1. Una vez-hecho esto, la validez
de la ley estarid establecida en general. Pues siendo verdadera para 2,
3, 4 factores, como hemos visto, se verificar4 para 5 factores, y luego
para 6, etc. Para comenzar la demostracién, multipliquese la expresién
supuesta para P por z + b,;1, obteniendo

P(z4+bpt1)=anrtlis,  |zn4s, e I o spbata
+bnt1| +bag1 s bnt18i1
Ahora bien:
St + bng
es la suma de n + 1 cantidades by, bs, ..., but1 ¥ Snbat1 €s su producto

como es evidente por la definicién de s,. Para 1 <7 <n + 1
Si + bag18im1

es la suma de los productos de las cantidades by, by, ..., b,4+1, tomadas
de a 7. En efecto, en esta suma podemos considerar primero los términos
que no contienen b,11; la suma serd evidentemente s;. Los términos que
contienen b, son los productos de b,4+1 por los productos de ¢ — 1 can-
tidades tomadas de entre by, bs, .. ., b,; luego, la suma de todos esos
términos es b,41s:i1. En consecuencia, el coeficiente de z"t—*

8i b bnt18ia

es la suma de todos los productos que pueden ser formados tomando
i factores de entre by, by, . . ., but1, como lo requiere la ley. Asi, esta ley
retiene su validez al pasar de n a n 4 1 factores, como lo establece la
demostracién por induccién.

Ser4 conveniente introducir notaciones abreviadas y expresivas para
designar las sumas previamente designadas por s, s, ..., s,. Usando
el signo de sumatoria X, las representaremos asi:

31=2b1 ; Sz=2b1b2;...; Si=2b1b2...bi.

Por ejemplo:
Zbiby ... b;

significa la suma que consta de todos los términos resultantes del
término genérico b1 by ... bi por el reemplazo de indices 1,2, ..., n.
Desde que hay
nn—1)...(n—741)

1.2...12

Ch =
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de tales combinaciones, la suma

Sbiby, ..., b

consta de otros tantos términos.
Considerando ahora un polinomio

f@) =az + a2z 1+ ... Fan
con raices a, az, ..., & (iguales 0 no), tenemos

f(x) =ao($“‘"a1) (Z“az) (x~a3) (.’c~—an).

Por otra parte, reemplazando en las expresiones si, Sz, ..., S, las le-
tras by, by, ..., POT —ai; —&; . ..;—un tenemos
@—oa) (x—a) ... (@ —a, =20 —z" 1T a +
F+ a2l g — ... +(—D*Zarag ...

En consecuencia:
— Qg > a; = d

+(102 a1 Ay = Ag

—(102 ®y %y %3 = QA3

(—DrapZ araz ... &n = Gp

de donde, finalmente, se deducen las relaciones buscadas entre las raices
v los coeficientes de una ecuacién:

ax
Say = — —=
243}
. 42
thaz = —
Qg

@
Soaaz... = (—1)i=
220}

a
a1 & a4 = (— In—=
22

Estas relaciones pueden ser utilizadas para resolver problemas del
siguiente tipo:

Ejemplo 1. Resolver la ecuacién

328 —1622+23x—6 =0
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si el producto de dos raices es 1. Sean las rafces a, b, ¢; entonces

+b+ 16
a == e
T3
23
ab 4+ ac + bc = —
3
6
abe = — =2
3

Ademsds de estas relaciones generales tenemos que tomar en consideracién la condicién
especifica de que el producto de dos raices es 1. Podemos indicar estas rafces con las
letras a y b, de manera que:

ab=1.

Entonces, de la tercera relacién, se encuentra inmediatamente que la rafz ¢ es igual a 2,
y para las @ y b tenemos tres ecuaciones

b 10
a = —
3
1 10
a = —
3

ab =1

dos de las cuales son idénticas; a y b serdn rafces de la ecuacién cuadritica

t2—10t+1—0
3

1
que tiene las raices 3 y 3 Luego, las rafces de la ecuacién propuesta son:

2;3;?.

Ejemplo 2. Hillese la suma de los cuadrados de las raices de la ecuacién
224 —823+62°—3 =0.
Si las rafces son a, b, ¢, d, tenemos:

8
at+btetd=—=4d

6
Eab=ab+ac+ad+bc+bd+cd=7=3.

Por otra parte:
@+b+et+dr=a+b+c+d*+2Tab =4

de donde
a?+b2+ct+d =16—6 = 10.
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Problemas

Resolver las ecuaciones ctibicas cuyas raices son a, b, ¢:

1. 28 4+2224+32z+2=0 si a=5h-c.

2,228 — 22— 182z 4+ 9 =0 s1 a+b=0.
3.3 +222—1924+6=0 si a-+b=—1.
4. 228 —2* —52x—2 =0 si ab=—1.
5.2 — 722 —422 4+ 216 =0 si ¢ = ab.

6. 2°4+922+6x—56 =0 si b=-—2¢.

7. 92 —362? + 44 — 16 = 0 si las rafces forman una progresién aritmética o« — B8;
a; a -+ 8.

8.325—26x>+522—24 =0 & las raices forman una progresién geométrica

a7 a; af.
9. 225 — 62"+ 3z + & = 0. Determinese £ y resuélvase la ccuacién sia = 2b + 2.

10. 28 — 222 + kx 4 46 = 0. Dcterminese & y resuélvase la ecuacién si las rafces
estdn cn progresién aritmética.

i1. jQué relacién existe entre p, g, r si las rafees de 23 + pa? 4+ gz +r = 0 estdn en
progresién geométrica?

12. ;Cuél es la relacién entre p y ¢ si la ecuacion 2% 4~ pxr + ¢ = 0 tiene una rafz mdai-
tiple?

13. Demostrar que (2¢ — p?)?r = (pg — 4 7)® si las raices de 22 + p2* + gz +r =0
satisfacen la condicién ¢? = — ab.

Resuélvanse las ecuaciones cudrticas de raices a, b, ¢, d:

14. 24 — 2234+ 222 —~2—2=0 &1 a-+b=1.

15. 224 —3a23—922+ 152 —5=0 si a=—5b.
16, x4 — 723+ 1822 —222 +12 =0 si ab = 6.
17. 2t +22—222+3x—1 =0 si ab = —1.

18. 224 4+ 1323+ 25224+ 15624+ 96 =0 si a =b.
19. 924 492+ 222 — 14244 =0 si a=25b.

20. 42t —42*—21 224+ 11z + 10 = O s las rafces estdn en progresién aritmética.
Represéntense las rafces por « —33; «a—f; a+ 8; « +3 8.

21. Determinese &k y resuélvase la ccuacién 22t~ 1528 + kz>—30z +8 =0 si
sus rafces estdn en progresién geométrica. Las raices pueden representarse por af3;
af™ b af.

22. Hillese la suma de los cuadrados de las raices de las ecuaciones:

(a) 228 —68+bx2—T72+1=0.

b) 328 —3x3 422242 —1=0.
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23. Para las mismas ecuaciones encuéntrense la suma de las reciprocas de las rafces
y también la suma de los cuadrados de estas reciprocas.
Si entre las raices de f (z) = 0 existe una relacién tal como @ = kb 0 ab =k con k

k
dado, entonces f(z) y fi(z) =f(kz) o fi(z) = a™f <—) tiene n rafces comunes que
z

pueden determinarse igualando a cero el mdximo comiin divisor de f (z) y fi (2). Resuél-
vase por este método:

24. Prob. 6. 25. Prob. 3. 26. Prob. 4.
27. Prob. 17. 28. Prob. 15. 29. Prob. 19.

6. Investigacion de las raices miltiples. — Con sélo realizar ope-
raciones racionales, es posible investigar si una ecuacién tiene rafces
multiples, determinar su grado de multipliciddd y reducir la bisqueda
de éstas a la resolucién de ecuaciones con rafces simples. Sean a, b, ..., 1
raices distintas de la ecuacién f (z) = 0y sean a, B, ..., A sus respectivos
grados de multiplicidad. Desde que una raiz de f (z) de multiplicidad k,
es raiz de multiplicidad £ — 1 (es decir, no lo es si £ = 1) de la derivada
f' () = 0, es evidente que f(z) y f' () son ambas divisibles por

(x —a)y=1(x —be1... (z — D1

y también lo serd su méximo comun divisor D (x). Podemos hacer,
por lo tanto

D@ = (@ —a)Yz—bt1...(c—D"1.¢(z).

Si ¢ () no es una constante, el polinomio ¢ (z) tendrd alglin factor
z — m donde m es una rafz de f(z), digamos m = a. Pero entonces
f' (z) seria divisible por (z — @)% lo que es imposible desde que a es
una raiz de multiplicidad (« — 1) para f (z). Por lo tanto ¢ (z) es
una constante y

(¢ — )= (z — b)eL ... (z — D1

es el maximo comin divisor de f v /. Este hecho puede interpretarse
de una manera diferente. Sea X el producto de todos los factores lineales
correspondientes a las rafces simples, X, el producto de todos aquellos
que corresponden a raices dobles, X; el producto de los que corresponden
a rajces triples, etc., conviniendo en hacer X, igual a una constante
si la ecuacién no tiene raices de multiplicidad k. Entondes:

XiX2X33 ...

difiere de f (x) s6lo en un factor constante, y luego

D = X2X32X84. .
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serd el miximo comun divisor de f y f’. Similarmente
D1 = X3 )(42 PR

serd el maximo comun divisor de D y su derivada D’

Dy, = X, X5 ...

y

el médximo comin divisor de D; y Dy, ete. Esta sucesién de mMAaximos
comunes divisores

D, Dy, Dy, ...

de grado decreciente, termina con un término D,,; que es una constante.
Eatonces es evidente que no hay raices de un orden de multiplicidad
superior al m. Nuevamente:

f1 =—f—=X1X2‘..Xm
D
D
f2 =—‘=X2...Xm
D,
D
fi =2 =X;... X,
D,
fm _ Dm~2 —Xm,
Dm—-l
de donde
LS LI SR o B i fm= Xm.
f2 f3 fm
Las funciones X, X, ..., X,, determinadas de esta manera conducen
a las ecuaciones
Xi=0 ; X;=0;...;X,=0

todas las cuales tienen raices simples. Estas ralces dan inmediatamente
las rafces dobles, triples, etc., de f(z) = 0. Naturalmente, si algiin X,
resulta constante, significa que no hay raices de multiplicidad %.

Ejemplo 1. Investigar las raices miltiples de

f=ab—at—284+2224+2—1=0.
El méximo comin divisor de f y f fué determinado en el Ejemplo 2, pdg. ...,y es
D=2—z—2z+1.
Buscaremos ahora el mdximo comin divisor D, de D y

D =3x2—2zx—1.
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Las operaciones correspondientes son:

(Multipliquese por 3) 1 -1t -1 1 3 =2 —-1 3 —2 —1 |1 —1
3 -3 —3 3 —1 3 —3 3 1
—2 —1 1 —1
(Multipliquese por 3) -1 —2 3 1 —1
—3 —6 9 0
—3 2 1
(Simplifiquese el factor —8) —8 8
1-1

Por lo tanto, Dy =z —1y D; = 1, lo que demuestra que la ecuacién propuesta no
tiene raices de grado de multiplicidad superior al tercero. Para encontrar X;, X, X
hacemos los cocientes

P A R A S P
D ’ Dy ’ D, !

y luego:
X1=1 ; Xz=z+l M X3=I—1;

de tal modo, la ecuacién no tiene raices simples, tiene una doble —1 y una triple 1, y
es:

f=@+1rE—1.
Ejemplo 2. Investigar las raices multiples de
f=25—2—422—32—2=0

Comenzaremos por determinar el méximo comin divisor D de f y f’. Esta operacién
se desarrolla en detalle a continuacién.

(Multipliquese por 5) 10 -1 —4 —3 —2 ,5 0 —3 —8 —3
5 0 —5 —20 —15 —10 |1
50 —3 —8 —3
(Simplifiquese por —2) —2 —12 —12 —10
1 6 6 5
5 0 —3 —8 —3 |1 6 6 5
30 30 25 5 10
(Simplifiquese por —3) —30 —33 —33 —3
10 11 11 1
10 60 60 50
(Simplifiquese por —49) —49 —49 —49
1 1 1
1 6 6 5 |1 1 1
1 1 1 1 5
5 5 5
5 5 5
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Luego: D = z* + z + 1. La operacién para determinar D, es:

(Multipliquese por 2) 111 |2 1
2 2 j1 1
21
(Multipliquese por 2) 1 2
2 4
2 1
3

Por lo tanto, D; es constante pudiendo tomarse D; = 1, de manera que no hay rafces
de grado de multiplicidad superior al segundo. Luego:

fHi= =28 —2?—35—2

=z24+z+1

9|b bi\

It

2

X, = =z—2 ; Xo=for=22+2z+1.

En consecuencia, la ecuacién propuesta tiene una rafz simple 2 y dos rafces dobles

—14iV3 . C—1—iV3
2 ’ 2

w =

y f queda factoreado completamente como sigue:

Mgt 2g8 222 bz —1 = (2 —2) (2 — ) (T — ).

Problemas

Resuélvanse las siguicntes ecuaciones, cada una de las cuales tiene rafces multiples:

1.3 —722+ 1620 —12 = 0. 2. 05 —32—9xz 427 =0.
3.8 —x2—8x + 12 =0, 4. ¥ —5Hr2—8x +48 = 0.
2 1 3
5. 28—z — — = 0. 6. 7 ——21r +~-—=0
3V3 2 16
7.0t — 1122 4 182 —8 = 0. 8. 2t —2p—2x?—4x+12 =0.
9, pt—4 1 —6x-F36x—27 =0 10. 224 — 1228 + 1922 — 62+ 9 =0

1. 28—zt —23 + 2224+ —1 =0

12. 25 —~22* —62* +422+ 13z +6 =0

13. 26 —3 25 + 622 —322—3z+ 2 =0

14. 28 + 22¢ — 823 — 162 + 16 v + 32 = 0.

15. 9 25 4 96 2* + 292 2% + 48 z2 — 576 z + 256 = 0.

16. 21— 345 + 525 —Tat + 728 —522+3x—1 = 0.

17. x8+x7—826—615+21x4+9x3——-22x2—4x+8 = 0.



CAPITULO 1V

ACOTACION DE RAICES. RAICES RACIONALES

1. Acotacién de raices. — Dada una ecuacién algebraica, a veces
resulta conveniente tener una idea de la magnitud de sus raices. Deben
considerarse dos casos: si los coeficientes son reales y sélo nos preocupan
las rafces reales, puede ser interesante hallar un ndmero mayor que
todas las rafces positivas o un ntmero negativo menor que todas las
posibles rafces negativas. Estos dos nimeros, uno positivo y otro nega-
tivo, se llaman, respectivamente, una cota superior de las rafces pasitivas
y una cota inferior de las raices negativas. El segundo caso es el de
una ecuacién con coeficientes complejos cuando se consideran todas
sus rafces, reales e imaginarias. Un némero positivo mayor que los
moédulos de todas las raices puede considerarse como cota superior de
las mismas. Si llamamos r a dicho nimero, el circulo de centro cero y
radio r contendrd todos los puntos que representan las raices de la ecua-
cién que se considera.

2. Método para hallar una cota superior de las raices positivas.
— Sea

f@ =aoz" + qyamt + ... +a, =0,

una ecuacién con coeficientes reales de los que supondremos positivo
al primero: ao. De los varios métodos que pueden usarse para hallar
una cota superior de las raices positivas consideraremos sélo uno, que
combina las ventajas de dar valores comparativamente bajos de dicha
cota con la facilidad de su aplicacién.

Al considerar la Regla de Ruffini (Cap. 11, P4arrafo 5) hallamos poli-
nomios:

Jo=ao; fi=zfo +a she=afidtas; ... 5 fa=2faa+ an,

el dltimo de los cuales coincide con f. Para ¢ = 1,2, ..., n tenemos,
en la misma forma:

Ji@) = (@—o fol) et + i) 22 + ... +fia ()] +fi(e). [1]

Los ntimeros

Jo(e) 5 f1(e); .. .5fale),
79
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son los obtenidos en la divisién por la Regla de Ruffini de las funciones.
f; (@) por z — c. El método para hallar una cota superior de las raices
positivas se basa en las dos propiedades siguientes de los polinomios
fo,fi, - .., f»: Primera: si para algin nimero positivo ¢ los ndmeros

f1(e) 5 f2(0) 5. 5 famri0),

no son negativos y f.(c) > 0, entonces ¢ puede tomarse como cota
superior de las raices positivas. De hecho, en la identidad [1] para ¢ = n
se desprende que fn(z) = f(z) > 0 para z Z ¢, de modo que ninguna
raiz real de la ecuacién f(x) = O puede ser superior a ¢ o ain ser igual
a ¢. Segunda: si para un ¢ > 0 los nimeros

fi@@) ;5 fo(0) ;... 5 fkle), k=n
no son negativos, entonces para ¢’ > c
S CORS Y CORTURES ACHR

son positivos. Esto también surge de la identidad [1}, en la que hacemos

x = ¢’; entonces:

fi(@) = = fol0) T+ .+ fia (@] +1i0),

es un nuimero positivo para =1, 2, ..., k desde que ¢ >cyfolc)=as>0.

Estas dos simples propiedades sugieren el siguiente procedimiento
para hallar una cota superior de las raices positivas: Primero comen-
zamos con un niamero positivo ¢, preferiblemente entero, que haga
f1(c) positivo o nulo. Tal nimero se halla facilmente dado que fi(z)
es de primer grado. Si resulta que ninguno de los ntimeros

f2(c> ;f3(C);... ;fn(c)’

son negativos, y siendo fn(c) > 0, podemos tomar ¢ como una cota
superior. Si sucede que f, (c) = 0, entonces se ha hallado una raiz y
las demés rafces positivas serdn menores que c. Pero, supongamos que
Jry1(c) es negativo, mientras que ninguno de los nimeros precedentes

file) 5 f2(e); - 5 fw(e),

lo son. Entonces el proceso puede repetirse nuevamente, probando con
enteros mayvores que ¢ hasta que con alguno, por ejemplo ¢, se halle que:

frer1(c) 20.
Al mismo tiempo todos los ntimeros
file) 5 fale) 5 oo 5 fe(en),
serdn positivos. Ahora, sl

filer) 5 fale) s oo 5falen),
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no son negativos y f, (¢1) > 0, entonces ¢; puede tomarse como una cota,
superior. En caso contrario el proceso se repite una vez més con un
entero mayor, etc. De esta manera la cota pedida puede hallarse luego
de relativamente pocas pruebas. Cuando algunos de los coeficientes son
nimeros negativos grandes, es ventajoso hacer pruebas preliminares,
tomando para ¢ los valores 10, 100, 1000, etc., y reduciendo entonces
la cota hallada tanto como se pueda usando este método. Si se desea
hallar una cota inferior de las rajces negativas, podemos hacer primero
la sustitucién z = —y y entonces buscar una cota superior de las
rafces positivas de la ecuacién transformada,

Gy —a Yyt ay»2— ... +(—1)ra, =0

Si la cota superior es ¢, entonces evidentemente — ¢ serd una cota
inferior de las rafces negativas de la ecuacién original.
Ejemplo 1. Hallar una cota superior de las raices positivas de la ecuacién

228 — T2t —5284+622+32—10 =0.

Para hacer f; = 2z — 7 positivo, comenzamos con ¢ = 4 y aplicamos el procedimiento
de la Regla de Ruffini de la siguiente manera:

4 2 —7 —5 6 3 —10

Al ser negativo el tercer niimero, probamos con 5:

5) 2 -7 -5 6 3 —10
10 15 50 280 1415
2 3 10 56 283 1405

Por 1o tanto, 5 puede ser tomado como cota superior de las rafces positivas.
Ejemplo 2. Hallar una cota superior de las rafces positivas de la ecuacién
28 —T724—1002° — 100022 + 102z —50 = 0 .

Como hay coeficientes negativos grandes comenzamos a probar con el ndmero 10:

10) 1 —7 —100 —1000 10 —50
10 30
1 3 — 70

La presencia de un némero negativo indica que debemos probar con un némero mayor
que 10; lo hacemos con 20:

20) 1 -7 —100 —1000 10 —50
20 260
1 13 160
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¥ sin seguir adelante se ve que los nimeros restantes serdn positivos. For lo tanto 20 es
con certeza una cota superior de las raices positivas. Si se considera conveniente reducir
esta cota, podemos probar con nimeros menores: 19, 18, 17, cte. En esta forma se halla
que 17 puede tomarse como cota superior, no asf 16, si queremos satisfacer las condiciones
impuestas por el método.

Ejemplo 3. Hallar una cota inferior de las raices negativas de la ecuacién
228 22025 +3028 +50x+1=0.
Hacemos z = — y vy eseribimos la ecuacién resultante en y:

2yt 209 —30y5 —30y +1 =0,

Clomenzando con ¢ = 10 v probando luego 11, hallamos:

il) 2 —20 ¢ -—30 0 -5 1
22 22 242
2 2 22 212

v se llega a la conclusién de que 11 puede tomarse como una cota superior de las raices
positivas de la ecuacién en y. Por lo tanto, — 11 ¢s una cota inferior de las raices nega-
tivas de la ecuacién propuesta.
Problemas
Hallar las cotas de las raices de las ecuaciones:

1,28 — 72 + 1022 —30 =G

U

2. 20 —8a* + 122+ 162 —50 =0,

b

Lt —22 —322—18zx—3 =40,

L3zt —828 —G 2>+ 102 —27 = 0.

L5+ Rt — 1428 — 5322+ 66— 18 =0.

L8 —5xt— 13283+ 222+ 2 —70 =0.

3
4
5 — 6zt 42028 —622—5Hz+ 10 =0.
6
7
8

Lab 4t + 2t -—25z2 — 100 = 0.
9, 26 —5z5 + ot + 1228 — 1222+ 1 =0.

16. 6 25 + 27 x4 — 100 22 — 200 x — 50 = 0.

3 Cotas de los médulos de las raices. — Dada una ecuacién
f@) = az® + ezt + ... +a, =0,

con coeficientes complejos arbitrarios, el problema de hallar una cota
superior de los médulos de sus rafces puede sustituirse por la determina-
cién de una cota superior de las raices positivas de una cierta ecuacién
auxiliar.
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Sean a y b dos nimeros complejos. Haciendo

a=(a+b)+ (b,

v aplicando el teorema referente al médulo de la suma (Cap. I, P4rrafo 7),
hallamos la desigualdad

la

| slatbi+i—bl=la+b]+b],
se deduce, en consecuencia, que
la+bizlal—|b].
Haciendo en esta desigualdad

a=ayz" ;. b=a 2"l ...+ q,,
siendo z un numero

If (@) |

complejo arbitrario; serd, entonces:

v

fagar | — jaa™ 1+ ... + a,].
Si ahora es:

lz] =7 5 la] = 4
entonces

lagam| = Aore
¢
farzn=t 4 . Fan] At 4+ L+ 4,
para el mismo teorema. Entonces:

@) |2 dorm — dyrt —

. — A,
Séa R un limite superior de las raices positivas de la ecuacién auxiliar
Aoar — Ayl — . — A4, =0.
Entonces:
AogR" — A R — ... — A4, >0,
¥y, puesto que:
Aorn — Ayt — 4, = rn<A0 A 4)
T e
crece al crecer 7, tendremos: '
Agrt — Ayl — .. — A4, >0,

para r 2 R. Por lo tanto

If@)| >0,

si [z

[\

R, v esto significa que los mddulos de todas las raices de la
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ecuacién propuesta son menores que R, y, por lo tanto, este nimero
puede tomarse como la cota superior pedida.

Ejemplo. Hallar una cota superior de los médulos de las raices de la ecuacién
228 —7 25— 1024 +302*—6022+10x —50 =0.

La ecuacién auxiliar es, en este caso:
228 —725 —102* —302°—602>— 102z —50 = 0.

Por el método del Parrafo 2 se halla que R = 6 es una cota superior de sus rafces posi-
tivas. Por lo tanto, todas las raices de la ecuacién propuesta tienen médulos menores
que 6.

Problemas
Hallar las cotas de los médulos de las raices de las ecuaciones
1. 224 —728 4622 —5 =0.
2.625—102*+72°+82—10 = 0.
.t 448 —B+4) 22 +42—1—17 =0.
4. 2255 — i3+ 5 +50) 2+ 3 +249)z—10 =0.
*5.8 ag2za 2a 2 ... Za >0, demostrar que ninguna rafz de la ecuacidn
f@ =az®+az™ 4+ .. 42, =0
tiene moédulo mayor que 1.
SucesTION: Nétese que
[ —2)f@) | zalz|"—[@—a)|z|" T+ (@—a) |z |2+ ... an)]
y que el segundo miembro es positivo si |z | > 1.

* 6. Si los coeficientes de la ecuacién
f@ =az"+azr 1+ ... +a,=0
son positivos, y A es el mayor de los ndmeros
a as as Qn

H ; oeee
Qg ap (22 Gp—1

demostrar que los médulos de las rafces no son mayores que A.

SuGesTION: Sea z = Ay v apliquese el Problema 5 a la ecuacién en y.

4. Raices enteras. — En el resto de este capitulo consideraremos
ecuaciones con coeficientes racionales. Escribiendo los coeficientes de
tal ecuacién como fracciones con un denominador comin y multipli-
cando por el denominador a ambos miembros de la ecuacién, reempla-
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zamos esta ultima por una ecuacién equivalente con coeficientes enteros.
Sea esta ecuacién

f(@) =az" +arz"l + ... +a, =0,

la que puede tener raices racionales; el problema es c6mo hallar tales
raices si existen, o c6mo demostrar su inexistencia. Veremos que estas
rajces racionales pueden ser halladas una vez encontradas las rafces
enteras, y por lo tanto, es necesario explicar primero e¢émo pueden
hallarse las raices enteras. Supongamos que = = ¢ es una raiz entera,
es decir que:

aoc® + a1+ ..+ apac t+a, =0,
o también

c(ape™ 14 ... +ap) = —a,.

En el primer miembro ambos factores son enteros, puesto que tanto ¢
cOmo Qo ay, . . ., Gn—1 SOD enteros y en consecuencia es divisible por c.
Por lo tanto, las raices enteras, si las hay, son divisores positivos o ne-
gativos del dltimo término a, Por consiguiente, el problema de hallar
raices enteras se reduce inmediatamente a un nimero finito de pruebas:
primero, buscar todos los divisorss positivos y negativos de a, y luego,
probar sucesivamente cada uno de ellos, por sustitucién directa en la
ecuacién dada. De esta manera pueden hallarse todas las raices enteras
o se demostrard que tales raices no existen. En la prictica, cuando el
nimero de divisiones a probar es grande, es preferible disminuir la can-
tidad de pruebas excluyendo los divisores que no son posibles raices.
Con este fin se determina primero una cota superior de las raices posi-
tivas y una cota inferior de las rafces negativas y se conservan sélo
aquellos divisores que se encuentran entre estas cotas. De estos divi-
sores pueden excluirse algunos, de acuerdo a la siguiente observacién:
Si a es un entero cualquiera y ¢ una raiz entera, entonces f (a) es divisible
por ¢ —a. Evidentemente, si ¢ es una raiz, tendremos:

f@) =@ —afi(

siendo los coeficientes de fi(z) enteros. Sustituyendo aqui z = a, se
deduce que:

f(a) = (@ —o)fi(a),

v, por ser fi(a) un entero, f(a) es divisible por ¢ — a. Entre los divi-
sores a probar estdn siempre 1 y — 1. De acuerdo a ésto, calculamos
J (1) vy f(— 1) por la Regla de Ruffini; si ninguno de estos valores numé-
ricos es cero, excluimos todos los divisores ¢ tales que ¢ — 1 no divida a
J (1), y a todos los divisores tales que ¢ + 1 no divida a f(— 1). Enton-
ces, en general, tomando un divisor cualquiera d, calculamos f(d)
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y si f(d) =0, excluimos todos aquellos divisores ¢ para los que f(d)
no es divisible por ¢ — d. De esta manera el niimero de divisores para los
tanteos se reduce considerablemente. Una vez hallada una raiz entera c,
es conveniente comprobar si es multiple. Supongamos que resulte ser
de un orden de multiplicidad «; entonces, los demdis divisores se probaran
en la ecuacién reducida.

Ejemplo 1. Averiguar si la ecuacién
26+ 328 —362¢ — 4578 + 932 + 1322 4140 =0

tiene o no rafces enteras. El primer paso es hallar cotas de las raices por el método del
Parrafo 2. Se encuentra que las rafces son menores que 6 y mayores que — 8. Siendo:

140 = 22.5.7
los divisores positivos menores que 6 son:
1; 2; 4; 5
y los divisores negativos mayores que — 8 son:
—1; —2; —4; —5; —7

Se comprueban 1 y — 1 por la Regla de Ruffini

1) 1 3 —36 —45 93 132 140
1 4 =32 T 16 148 288 = f(1)
—1) 1 3 —36 —45 93 132 140
r 2 -—-38 —7 100 32 108 = f(—1)

De los divisores positivos debe excluirse 4 puesto que 4 4+ 1 = 5nodividea f (—1)=108.
De los Adivisores negativos debe excluirse — 4 puesto que —4 —1 = —35 no divide a
f (1) = 288. Quedan por probar los siguientes divisores:

Probamos primeramente 2:

2) 13 —36 —45 93 132 140
2 10 — 52 —194 —202 —140
2) i 5 —26 —97 10t — 70 0=r(2)
2 14 — 24 —242 —686
107 —12  —121  —343 —756 = f1(2)

En consecucncia, 2 es una raiz simple y la ecuacién reducida es:

(@) =25+ 528 —262— 9722 — 1012~ 70 =0.
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Probamos ahora —2:

RAICES. RAICES RACIONALES

—2) 1 5 —26 —97 —101 —70
—2 — 6 64 66 70
—2) 1 3 —32 —3 —35 0 =f2(—2)
-2 —2 68 — 70
1 —34 35 —105 = f2(—2)

Por lo tanto, —2 es una rafz simple y la segunda ecuaci6n reducida es:

fo(@) =2t +32°—3222—33z—35=0.
Probamos ahora 5:
5) 1 3 —32 -3 -3
5 40 40 35
5 1 8 8 7 0 = f:(5)
5 65 365
1 13 73 372 = f; (5)

Por lo tanto, 5 es una rafz simple y la tercera ecuacién reducida es:
fs(@) =22+82*4+8x+7=0.

Al no dividir —5 a 7, es inttil probar —5. Probamos —7:

- 0 8 8 7
- -7 T
1 1 1 0 =fi(—7)

En consecuencia, —7 es la rafz entera y la cuarta ecuacién reducida es:
22+z+1=0,

que admite las raices imaginarias:

Por lo tanto, las raices de la ecuacién propuesta son:
2; —2; 5; —7; w; .
Ejemplo 2. Investiguese si la ecuacién
25+ 2t —202° — 4422 —21 2 —45 =0,

tiene o no raices enteras. Por el método del Pdrrafo 2, se halla que las rafces son menores
que 6 y mayores que —5. Los divisores de 45 = 3* 5 contenidos entre estas cotas son:

1, —1;3; —3; 5,
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Probamos primero 1 y —1

Hn 1 1 —20 —44 —21 —45
1 2 —18 —62 —83 —128 =7(1)
—1) 1 1 20 —44 —21 —45
1 0 —20 -24 3 — 48 =f(—1)

No se desecha ninguno de los divisores 3, —3 y 5 porque si les restamos 1 dividen a
—128 y si les sumamos 1 dividen a 48. Probamos 3:

3) 11 —20 —44 -—21 — 45
12 —24 —204 —675
1 4 —8 —68 —225 —720=/(3)
Por lo tanto 3 no es una raiz pero —3 —3 = —6; 5 —3 = 2 son divisores de 720;

en consecuencia es necesario probar —3 y 5. Probamos primero —3:

—3) 1 1 —20 —44 —21 —45
-3 6 42 6 45
—3) 1 2 —14 —2 —i5 0 =f(—3)
-3 15 —3 15
-3 1 —5 1 —5 0 =7 (—3)
-3 w4 -1
1 —8 25 —8

Por consiguiente, —3 es una rafz doble y la ecuacién reducida es
i@ =a~5x2+2—5=0.

Finalmente probamos 5:

5 1 —5 1 —5
5 0 5
1 o 1 0 =/f(56)

Y, por lo tanto, 5 es una rafz y la segunda expresién reducida es:
2241=0.

En consecuencia, la ecuacién propuesta tiene las siguientes rafces: —3, raiz doble;
5; 1; —, rafces simples.
Problemas
Hallar las rafces enteras de:
1. 22 —222—252z + 50 = 0. 2. 28 —92x24+22x-~24 = 0.
.28 — 106 z — 420 = 0. 4, 2t —2*— 1322+ 162z —48 = 0.
Lt —ad—22 4192 —42 =0. 6.2t +823—7x2—49zx 4+ 56 =0,

.25 —3z24—923+2122—10x + 24 = 0.

X N N W

.25 —5xt 223 —2522 4 212 4+ 270 = 0.
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9. 28 —Tab— 112t — T2+ 1422 —28z + 40 = 0.
10. 28 328 + 42t +323—1522— 16z + 20 = 0.

11. Probar que, si tanto f (0) como f (1) son némeros impares, la ecuacién f(x) =0
con coeficientes enteros no puede tener rafces enteras.

12. Demostrarlo si ninguno de los tres ntimeros f (—1), f (0) y J (1) es divisible por 3.

5. Raices racionales. — Las rafces racionales de una ecuacién
T+ prm 4+ L+ pa =0,

con el primer coeficiente 1 y los demés enteros, sélo pueden ser enteras.
r . .

Sea — una rafz racional, de modo que 7 y s sean enteros ¥ primos entre
s

si. Sustituyendo esta raiz en la ecuacién y eliminando denominadores
tendremos:

™At pirm L paarstl F past =0,

o bien

m=s(—prl— . —p,stY),
Por ser
il 4 pastl,
un entero, r* es divisible por s y esto sélo es posible si s = 1, por no
tener r y s divisores comunes. Por lo tanto la supuesta raiz racional-g—

es una raiz entera. Empleando esta proposicién, vemos que las rafces
racionales de una ecuacién

@r*+mal 4+ ... +a,=0,
pueden hallarse de la siguiente manera: Si z es una rafz racional,
Yy =ax,
serd4 una raiz racional de la ecuacién
V+ayl+aay—?+ ... +amla, =0,

cuyo primer cocficiente es 1 y los demés enteros. En consecuencia, ¥
es una raiz entera y (si existe) puede hallarse por el método del Pi-
rrafo 4. A veces puede simplificarse el trabajo haciendo la sustitucién

-
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y eligiendo & de modo que sea el menor entero que haga enteros a todos
los coeficientes de la ecuacién resultante

b B B8 e
ag Qg Qg

knan _ .

La eleccién de k = a, es siempre posible; pero a veces, un valor menor
de k cumple todos los requisitos establecidos.

Ejemplo 1. Hallar las raices racionales de la ecuacién:
6zt —Tz3+8x2—Tx+2=0.
Haciendo
Yy
r = —1
6
la ecuacién transformada en y es:
fly) =y — Ty +48y7 —252y +432 =0.
Tsta ecuacién no tiene rafces negativas y todas sus rafces positivas son menores que
7. Los divisores de 432 = 2¢3% menores que esta cota son:
1;2;3;4; 6.
Como f (1) =222 no es divisible por 6 —1 = 5, no es necesario probar con 6. Probando
con 2, 3 y 4 hallamos:

2) 1 7 48 —252 432
2 —10 76  —352

1 —5 38 176 80 = f(2)
3) | 48 252 432
3 —i2 108 —432

1 —4 36 —l44 0=703
9 1 — 36 —114
4 0 144
1 0o 36 0 =71

En consecuencia, 3 v 4 son los dnicos valores enteros de y, que corresponden a las dos
rafces racionales de la ecuacién propuesta:
3
6

4 2
gy = = —
6 3

T = = 3

1
B
Ejemplo 2. Hallar las raices racionales de la ecuacién:

95 gt — 70 23 — 126 22 + 414 2 — 243 = 0.

Sustituyendo

Y
r=-—,
k
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la ecuacién en y es:

T 1 A s
Vg™ T Y T gt T e =0

y basta con tomar k = 5 para hacer enteros todos sus coeficientes. Eligiendo asf & la
ecuacién serd:

f@) =y —14y*—126y* + 2070y — 6075 = 0.

Todas las racices se encuentran comprendidas entre — 15 y 21 y los divisores de
6075 = 35.5% entre estas cotas son:

1; 3; 9; 5; 15; —1; —3; —9; —5.
Calculando f (1) = — 4144 y f(—1) = — 8256 desechamos —5; 9 y —9. Probamos
3y —3:
3) 1 —14 —126 2070 — 6075

3 —33 7 4779

1 —11 —159 1593 — 1296 = f(3)
—3) 1 —14 126 2070 — 6075
—3 51 225 — 6885

1 —17 —75 2295 —12960 = f(3)

Quedan por probar 5 y 15
5 1 —l14 —126 2070 —6075

5 —45 — 855 6075
15 1 —9 —I71 1215 0 =1(5)
15 90 —1215 -
1 6 — 8l 0

Por lo tanto, y = 5 e y = 15 son rafces de la ecuacién auxiliar en y, y

5
m=—=3 ; n=-—=1,
5 5

son las dnicas rafces racionales de la ecuacién propuesta. Si hubiéramos encontrado
primero las rafces enteras y luego hubiéramos pasado a investigar las rafces fraccio-
narias, las hubiéramos determinado en un némero menor de edleulos.

Problemas

Hallar las rafces racionales de las siguientes ecuaciones:

1. 32° —262*+ 34z — 12 = 0. 2,228+ 1222+ 132 + 15 = 0.
3.6 —z224+2—2 =0. 4. 102+ 1922 —30z + 9 = 0.
5.223—224+1=0. 6. 2*—3z+4+1=0.

7. 624 — 1123 —22—4 = 0. 8. 42— 1122492 —2 =0.
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9. 2 —4x*+322—~52x—2=0. 10. 625+ 24— 1423+ 42°+5x—2 =0.
11. 6254+ 1120 —22+5x—6 =0.
12. 228 425 —9 2t —628 — 522 —T7z2z+6 = 0.

*13. Si un polinomio de grado < 5 con coefcientes racionales tiene rafces miltiples,
tiene también una rafz racional, excepto en el caso de que el grado sea 4 y el polinomio
sea un cuadrado perfecto.

*14. ;C6mo puede utilizarse esta demostracién para averiguar la existencia de rafces
multiples de ecuaciones cuyo grado no pase de 5? Considérense los ejemplos:

(@) 28—22*—62°+4224+1324+6=0;
by3xb— r+623—2224 3z—~1=0.



CAPITULO V

ECUACIONES CUBICAS Y CUARTICAS

1. ¢Qué es la ‘‘resoluciéon” de una ecuacién?. — El principal
problema del dlgebra consiste en la « resolucién » de ecuaciones alge-
braicas, y es importante entender claramente qué quiere indicarse con
ello. Resolver una ecuacién involucra la determinacién de todas sus
rafces, tanto reales como imaginarias, ya sea en forma exacta o con una
cierta aproximacién previamente especificada. Naturalmente la difi-
cultad en la resolucién de ecuaciones aumenta con su grado, aparte
de otras razones, porque cuanto mayor es éste, mas raices hay que hallar.
Para las ecuaciones de primer grado

ar +b =0,

la solucién estd dada por la férmula

que indica qué operaciones aritméticas deben realizarse con los coefi-
cientes arbitrarios para hallar la rafz exacta o con un cierto grado de
aproximacién. La solucién de las ecuaciones de segundo grado:

ar* +bzx +c¢ =0,

estd dada por la férmula

—b + Vbt —4ac
r = b)
2a

que indica claramente la naturaleza de las operaciones a realizar con los
coeficientes arbitrarios para obtener el valor de las rafces con la aproxi-
macién deseada o exactamente. Al examinar la férmula vemos que para
calcular las raices de la ecuacién cuadritica, ademés de las operaciones
racionales, es necesario extraer la raiz cuadrada de un nimero dado. La
extraccién de la raiz cuadrada nos conduce nuevamente a la solucién
de una ecuacién cuadritica pero del tipo especial siguiente:

93
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de modo que la solucién de una ecuacién general de segundo grado
por la férmula anterior es, en realidad, una reduccién del problema ori-
ginal a otro similar més simple. Para resolver este problema més simple
de extraer ia raiz cuadrada exacta o aproximada, hay métodos no més
dificiles en su aplicacién que la multiplicacién y la divisién. Esto nos lleva
a #ratar a los radicales cuadraticosy/ A como aigo familiar y conoeido.
Tuisten también métodos para la extraccién de raices cibicas de nimeros
reales, es decir, para resolver las ecuaciones cibicas especiales de la
forma
= A.
3_—
Este hecho induce a considerar los radicales A también como algo

familiar v conocido. M4s generalmente, las raices de las ecuaciones del
tipo

donde A es un numero reai, pueden hallarse aproximadamente usando,
por ejempio, las tablas de logaritmos. Atn en el caso de que 4 sea un
n
uGmerc compiejo, tos valores de su raiz enésima 4 A, como vimos en
el Cap. I. pueden hallarse aproximadamente por medio de las tablas
logaritmicas de ndmeres vy funciones trigonométricas. De este modo,
n

podemos considerar los vadicales 4 A como cantidades familiares, facil-

mente computables. La resolucién de una ecuacion mediante una com-
binacién de operaciones racionales y extraccién de raices se ilama reso-
Tucién algebraica o por radicales. Asi, por ejemplo, la ecuacién

At tr+1 =0,

pueae resoiverse algebralcamente, ¥ sus raices, presentadas en forma
de radicales, son:

V1o + 245 1 -~3  N10 245
L 1: \f5 : 14\/{) Ly . \/

TIna ccuacién cuadritica puede ser resuelta algebraicamente cuales-
quiera sean los valores que se atribuyan a sus coeficientes. Pero, ;jqué
sucede con las ccuaciones ctbicas, cudrticas y de grado superior? ;Pueden
ser resueltas algebraicamente para valores arbitrarios de sus coeficientes?
£n lo que se refiere a las ecuaciones cibicas y cuérticas, los mateméaticos
italianos (Scipio Ferro, Tartaglia, Cardano y Ferrari) demostraron, en
la primera mitad del siglo dieciséis, que pueden resolverse algebraica-
mente v sus raices ser presentadas en forma de radicales para valores
arbitrarios de los coeficientes. Pero todas las tentativas realizadas du-
rante los dos siglos siguientes para hallar una solucién algebraica de
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ecuaciones «generales» (es decir, con coeficientes cualesquiera) de grado
superior al cuarto, fracasaron. La causa de este fracaso reside en la natu-
raleza misma del problema y no se debid a la despreocupacién o faita de
ingenio de los que se ocuparon de él. A principios del siglo diecinueve,
primeramente Ruffini (cuya demostracién no fué completa) y luego
Abel, demostraron que es absolutamente imposible expresar, por medio
de una férmula en la que sélo intervengan operaciones racionales y
radicales, las raices de una ecuacién de grado superior al cuarto cuando
los coeficientes son arbitrarios. La demostracién de esta imposibilidad
pertenece al dlgebra superior y no puede ser encarada en este curso.
Con respecto a la resolucién algebraica de las ecuaciones cdbicas y
cuédrticas, la teoria es relativamente simple y serd explicada en este
capitulo y resumida nuevamente desde un punto de vista superior en
el Capitulo XII.

2. Formulas de Cardano. — No se pierde generalidad al tomar la
ecuacién cibica general en la forma:

f@=z+ax*+bx+c=0,

puesto que la divisién por el coeficiente de 2? no modifica las rajces de
ja ecuacidn. Introduciendo una nueva incégnita, esta ecuacién puede
simplificarse, ademés, de modo que no contenga la segunda potencia
de la incégnita. Con este fin hacemos:

z=y+k,
siendo %k arbitrario. Por la férmula de Taylor:

flll (k)
6

f(y+k)=f<k)+f’(k)y+f”2§k) g+ ¥

Sk =k +ak*+bk+c ; f(k) =3k +2ak+b ;

1 1
—f" (k) =3k +a ; —f"(k)=1.
5 R

Para eliminar el término en y? basta elegir &k de modo que:

Por ser
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se deduce que, sustituyendo:

la ecuacién propuesta queda transformada en

¥+ py+q¢=0, (1]

donde
p—bmi'q—c—ba 24*
3 3 27

Una ecuacién cdibica de la forma [1] puede resolverse por medio del
siguiente artificio: Tratamos de satisfacerla haciendo:

y=1u+o,

introduciendo asi dos incégnitas u y ». Sustituyendo esta expresién en
[1] y ordenando los términos de manera apropiada, w y v tienen que
satisfacer la ecuacién

W+ o'+ (p+3w) (u+v)+q¢=0, (2]

con dos incégnitas. Este problema es indeterminado a menos que se
tome otra relacién entre u y ». Tomamos para ello la relacién

3w +p =0,
0 sea
P
.

uy = —

Entonces, se deduce de [2] que:
w = —q,

de modo que la solucién de la ecuacién ctbica [1] puede obtenerse resol-
viendo el sistema de dos ecuaciones

w P = —q ; uv=—~--§—' {31

Tlevando al cubo esta dltima ecuacién, tenemos:

pS
wy = — [4]
27’

v de este modo, por las ecuaciones [3] y [4], conocemos la suma y el pro-
ducto de las dos incégnitas u® y v°. Estas cantidades son las raices de la

ecuacion cuadritica

p3
224 gt ——=0.
1 27
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Llamindolas A y B, tenemos que:

N N
a=—Liyp/L g

I AL S
B=—3 "/ T
en las que escamos en libertad de elegir la rafz cuadrada. Ahora bien,
debido a la simetria entre los términos u® y »* en el sistema [3] podemos

hacer:
w=A ; v»¥=18,.

3
Si un valor determinado de la raiz cibica de A se designa pory/ 4,
los tres valores posibles de u serdn:
3

3 3
u=vYA ; u=0V4d ; u=V4,

donde
_ — 141443
T 2

es una rafz cibica imaginaria de la unidad. Con respecto a v tendremos
también tres valores:

3__ ,3__ 3_
v=\VB ; v=0vVB ; v = VB ;

pero no podemos combinar uno cualquiera de ellos con los tres valores
posibles de u, desde que w y v deben satisfacer la relacién:
Uy = — ﬂ .

3

3
Si 4/ B significa la raiz cibica de B que satisface la relacién

3 3
VA VB =-—%,

entonces los valores de v que pueden combinarse con
3 3

oVA u =04,

A ou

<2 w

U =

serau

<
I
P
|
S
I
e&
<
|
il
€
<2
v
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Por lo tanto, la ecuacién [1] tendrd las siguientes rafces:

3 __ 3_
VA +VE,

Y
3 3
2 =0 VA + o*yB,

3 3
Ys = VA + o \/-B—

Estas f6rmulas se conocen como férmulas de Cardano, en homenaje al

matemdtico italiano Cardano (1501-1576), que fué el primero en publi-
3

carlas. Debe recordarse que A puede tomarse arbitrariamente entre
3

las tres posibles raices de A, pero 4B debe elegirse de modo que
s 3
VA VB = ——g—-

3. Discusidén de la solucién. — Al discutir las formulas de Cardano
supusimos que p y ¢ son ndimeros reales. Demostraremos entonces, que
la naturaleza de las raices depende de la funcién

A =4p+27¢.

Evidentemente, A seri positivo, cero o negativo. Suponiendo pri-
mero que A sea positivo, la raiz cuadrada

¢ p3_1/A
1/T+77‘—. T08

serd real y la tomaremos positiva. Entonces A y B seran reales y por
3

VA indicamos la raiz ctbica real de A. Por ser p real y
3__ 3 '
VA NB = - %,

3

A/ B seré la raiz cibica real de B. Por lo tanto, la ecuacién [1] tiene una
raiz real

3 3
y1=V7+ﬁ7

pero las otras dos raices

3 3 3 3
8 2 ‘A +VB | . =—+\VA —+B
= 0 VA +m2\/B‘=————;‘/—+W/3‘/ LA
3 3 3_ 3__ 3_* 3_
ys = VA +QV};=,_Y£§_‘“3_N§"\/_A%iB_,
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seran imaginarias conjugadas desde que A y B no son iguales y en con-

secuencia
3__ 3
YA —yB #0.

Ejemplo 1. Sea la ecuacién ctibica
4+ 22—2 =0.
Primeramente debe ser transformada por medio de la sustitucién

T=y——-

3

La ecuacién resultante en y (que puede hallarse por la regla de Ruffini) es:

, 1 52 —o
y 3 y 27 - ¥
de modo que:
' 1 52 _ 52 4 100
N T T

€

3 3
y1=%(\/26+15\/? +\/26~15\/?);

3 2
o = —%(\/26+15\/?+\/26—15\/3_)+

' T 3 3 _
+}~E—(\/26+]5\I3 —V26—15v3 );

3 3
1 e —
y3=—-——6—(\l26+15\/3 +V26 1543 )—

. /38 3
_’63 (\/26+15\/'3——\/26—15\/?).

Correspondientemente, las rafces de la ecuacién propuesta son:

3 3
1 — —
x1=?(\/26+15\/3 +\/26——15V3——1);
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8
]

3 3
1 — —
——(}—(\/26-{—15\/3 +\l26—15\l3+2> n

(\/26+15\/3 —\/26—15\/3 )

2y = — (\726+15\/3 +\726—15\/3 )

3
( 26 + 15 \/?~\/26——15\/?>.
La ecuacién
2422 =0.
tiene, sin embargo, una raiz entera 1 y las dos raices restantes
— 11,

son imaginarias.
Comparando con las expresiones obtenidas de las formulas de Cardano descubrimos
el curioso hecho de que

3
Voo +15y3 + V26 —15V3 =4,

a pesar de que las rafces clbicas son ndmeros irracionales. La explicacién de esto se hallat
comparando las rafces imaginarias. Esta comparacién da para la diferencia de las mismas
raices ciibicas

3 3
Vo6 +15vV3 — V26 —1543 =243,

en consecuencia:
3 2

Voo +15v3 =2+vV3 ; V26—153 =2 —V3.

Por lo tanto: 26 + 15 ‘\f 3y26—15 V?son los cubos de los nimeros 2 + \/Ey 2 — \/?
Tal simplificacién ocurre siempre que la ecuacién cibica tenga una rafz racional, pere
no en los demés casos.

Ejemplo 2. Resolver la ecuacién
2 +9x—2=0.

Aquf la transformacién preliminar no es necesaria y las férmulas de Cardano pueder
aplicarse directamente. Tenemos:

A
=9 ; g=—2 ; A=3024 ; — =28
P q 108

—1++v28 ; B=1—v28.

En consecuencia, la rafz real es:

3 3
Vys +1 Vs —1,
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mientras que las raices imaginarias son:

—;—<3V§+1—\7 28—1):&1‘5/5(\7\/§+1+\7\/§—1)-

Para calcular estas rafces aproximadamente, puede utilizarse alguno de los conocidos:
manuales que contienen tablas de cuadrados, cubos, rafces cuadradas y cdbicas. En estas:
tablas se halla que:

V28 +1 = 6,2915026 ; 28 —1 = 4,2015026

y que:
3

3
Vyzs +1 - 1,8460820 ; V28 —1 = 1,6250615 .
Por consiguiente, la rafz real de la ecuacién propuesta es aproximadamente:

1,8460840 — 1,6250615 = 0,2210225 ,

con el grado de aproximacién permitido por las tablas de siete decimales.
En caso de que A =0

A=B=_—2,
2

y las rafces de la ecuacién

¥+py+q¢=0,

a 3/ 3/
Y Y SR
Yt 2 ’ 2 2 y Ys /g

En consecuencia, 2 = ys es una rafz doble a menos que ¢ = 0, lo que implica que
p = 0, en cuyo caso las tres rafces son iguales a cero y la ecuacién

son:

$¥=0,
se resuelve directamente.
Problemas

Resolver las ecuaciones cdbicas:

.22 —6zx—6=0. 2. 23 —122—34 =0.
3.23+92—6 =0. 4. 2 4+ 182 —6 =0.
5.2234+6x+4+3=0. 6.222—3xz+5=0.
7.322—622—2 =0. 8. 2 +622—36 =0.

9. 22 4+3z*4+9x+ 14 = 0. 10. 2 46z -6z + 5 = 0.
11, 28— 1522+ 1052z — 245 = 0. 12. 828 122 + 1022 — 47 = 0.
13. 22 —2z+2 =0. 14. 2 4+3z—2 =0.

15. 2* + 6224+ 9z 48 =0. 16. 823 41222 430 x —3 = 0.
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Demostrar que:

3 3 3
17.VV?+2—VV?—2=1. 18. V7 + 50 + V7 — 50 = 2.
19. V 108+10——\/\/108—10—2

20. \/\/243+\/242—\/\/°43—\/242_2\/2

21. ;Cusl es el radio exterior de un casquete esférico de un centimetro de espesor si
el volumen del casquete es igual al volumen del espacio hueco interior?

22. Resolver el Problema 21 si el volumen del espacio hueco es el doble del volumen
del casquete.

23. Una caja sin tapa tiene la forma de un cubo de arista 10 em. Sila capacidad de la
caja es de 500 em?, jcuél es el espesor de las paredes? Se suponen de espesor uniforme.

4. Caso irreducible. — Volvemos a la discusién de la solucién general
para comsiderar qué sucede cuando A < 0. Ocurre, en este caso, un fe-
némero curioso:

@ 3 . —A
J— - p = 7 -
4 27 108

¢s un imaginario puro y los nimeros

q ) — A q : — A
A = — 2 = - B=—x -
4 s T A s 7 " T’
son complejos, de modo que las rafces de la ecuacién [1] del Parrafo 2
estdn expresadas por las raices cidbicas de ndmeros complejos, y sin
embargo las tres son reales. Para ver esto, sea
3

A =a + bi,

una de las raices ctbicas de A. Por ser B conjugado de A, el ndmero
3
o — bi serd una de las raices cibicas de B y debe tomarse igual a 4 B

para satisfacer la condicién

3 3 p
1 .VB=—L.
v 3

Asi:
3__ 3__
VA =a+bi ; VB =a—0bi,

y de las férmulas de Cardano se deduce que las raices

y1=2(1
y = (@ + b)) o + (@ —b) o = fa——b\/-?r,
ys = (@ + bi) 0* + (@ — b)) o = —a+b+3,



ECUACIONES CUBICAS Y CUARTICAS 103

son reales y adem4s, distintas. Es evidente que Y2 #ys. Si y = y3

tendriamos
b= —a+v3, ,
de modo que:

3
VA =a( —iy3).
Pero entonces
A=a(1—iy3)»® = —8as.

seria real, lo que no es cierto. En la misma forma se demuestra que
Y1 £ Ys.

Ejemplo. Resolver la ecuacién

y¥—3y+1=0.

En este caso

/A —

=—3 =1 ; = —8l1 =.___

P 1 "/ 108 2
1 3 1 \3

A=——+iv =0} B=———j = w?,
2 2 2 2

¥ las raices reales se presentan en la forma:
3 3 .
n = \/:-i- \/ w?
3 3
Y= w V_(.T-l- w? V-o—)z—
3 3
Yy = mzﬁ-f- » \/m’ .

Istas expresiones no pueden ser calculadas directamente debido a las rafces chbicas
de los ndmeros imaginarios. Si tratamos de hallar

3
Vo =a+bi,

algebraicamente, tenemos que resolver el sistema formado por las ecuaciones

1 3
a3—3ab2=——5 ; 3a2b——b3=\/—-
Despejando b* en la primera
B = 2a® 41
6a

y sustituyendo este valor en la segunda

bGM_2@+1)=V?

6a 2 '’
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de donde
3V3a 27 a?

b= —r-—r-- Pr=_—
16a2—1 (16 a® — 1)?

Tgualando las dos expresiones de b°, tenemos la ecuacién

2a® + 1 27 a®

6a  (16a> — 1)

que efectuando operaciones, nos da:
Ca)?*+3Q2a)f—24Q2a¥+1= 0.
Haciendo z = 8 a3, tenemos una ecuacién ciibica en x
¥ +3r2—242+1=0
que, sustituyendo z = y — 1, se transforma en
P —2Ty—27=0
o, haciendo y = — 3z, resulta:

#—3z+1=0.

Pero ésta es la misma ecuacién que querfamos resolver. En consecuencia, no hemos
avanzado un solo paso en el intento de hallar @ y b por un procedimiento algebraico.
El hecho de que las raices de una ecuacién ctibica

¥+py+ae=0,

en el caso de que
4p 42T <0,

se presentaran en una forma que incluyera rafces ctbicas de ndmeros inmaigarios des-
orient6 & los mateméticos antiguos por largo tiempo, ¥ este caso fué llamado por ellos
casus irreducibilis, caso irreducible. Ahora sabemos que, por ejemplo, cuando p ¥y ¢ son
ndmeros racionales, pero entre las tres raices reales de una ecuacién

v+oy+aqa=0,

ninguna es racional, es absolutamente imposible expresar alguna de estas raices en una
forma que s6lo incluva radicales de cualquier clase.

5. Resoluciéon trigonométrica. — No obstante las dificultades al-
gebraicas que se presentan en el caso irreducible, es posible expresar
las rafces en una forma conveniente para el calculo numérico, extra-
yendo la raiz cibica de

q . - ¢ P
A=—L pip/—1 —
2 F T

trigonométricamente. El cuadrado del médulo de A es:

-3
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en consecuencia

0 ya por su tangente

a condicién de que ¢ se tome en el primero o en el segundo cuadrante
seglin que ¢ sea negativo o positivo. Hallados p ¥y ¢ podemos tomar

3 3
§risen $) =/ 5 (oo g wisen )
\/A Ve (cos 3 + 7z sen 3 3 cos 3 +zsen3

3 .
B =P $ _ienl).
VB = 3 (cos 3 isen 3)

Entonces, puesto que

w = cos 120° 4 ¢ sen 120°,

las raices y:, y., y¥s estardn dadas por:

Y= 2 / eosi,

- —? (2. 0
y2—2/‘/ 3 cos<3 +120),
_ — D i o
y3—2/‘/ 3 005(3 +240).

En la prictica es mds conveniente expresar y» e y; en la forma:

ISy TN NSRS
= 2/‘/ 5 005(60 3),

- g4/ P AN
Ys = 21/ 3 cos<60+3>

Ejemplo 1. Para la ecuacién

<
5

y3_3y+1 =0)
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tenemos:
—p 1
— =1 ; co = ——
3 s 2
luego: ¢ = 120°% ¢
1 =2c0840° ; y» = —2c0s20° ; y; =2co0s80°.

Los valores aproximados de las rafces pueden sacarse directamente de las tablas trigo-
nométricas, y son:

i = 1,56320888862
y: = — 1,8793852416
ys =  0,3472963554 .

Ejemplo 2. Resolver la ecuacién
y$*—Ty—7=0.

Para esta ecuaci6n

— A =49,

1
V27

El c6mputo siguiente se hizo con tablas de logaritmos de seig decimales. Los cdlculos
y resultados pueden presentarse como sigue:

tang ¢ =

log 27 =1,431364 log 7 =0,845098 log cos % =9,999128—10

log 27 =0,715682 log 3 =0,477121 0,485018

log 7/3 =0,367977 log y1=0,484146

log tang ¢ =9,284318

$=10°53'36",2 logy7/3=0,183088 41=3,04802
1
5 @ = 8°87627,0 log 2 =0,301030
log24/7/3=0,485018 log cos ( 50° 4+ _;i) =9,647528—10
0,485018
log (—y2) =0,132546
yi= 3,04892 2 =1,35689
Y2 =—1,35689 log cos <60°— %) —9,743387—10

ys=—1,69202
0,00001

0,485018

log (—ys) =0,228405
—y3=1,60202
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Las raices han sido calculadas independientemente y la suma de sus valores aproximados
resulta ser 0,00001 en lugar de cero, lo que sirve como control para demostrar que log
valores hallados son correctos dentro de log limites de aproximacién que pueden obtenerse
con tablas de seis decimales.

Problemas
Resolver trigonométricamente
1. 22—32241=0. 2.2 4+322—8 =0.
3.3+ x2—22x—1=0. 4. 3 —62x+2=0.
5.2°4+622410z +3 = 0. 6. 2422 —42+1=0.
7. 84+ 3x*—2z—3 =0. 8. 28 +622+82z—1=0.

9. Cortar un sélido semiesférico con un plano paratelo a la base de modo tal que lo
divida en dos partes de igual volumen.

10. Si se pide que el mismo sélido se divida en tres partes de igual volumen por medio
de dos planos paralelos a su base, demostrar ¢c6mo pueden clegirse estos planos.

11. Siendo el peso especifico del coreho de 0,25, ;hasta qué profundidad se sumergirs
en el agua una esfera de corcho de 10 ecm de radio?

Por el principio de Arquimedes el corcho desalojard un volumen de agua de igual peso
que el corcho.

12. Resolver la ecuacién
@—z+1P =922 (x—1)
1

Higase: y = :c—? .

13. Resolver la ecuacién

(—z+13=8z(zx—1).

6. Solucion de las ecuaciones cuarticas. — La resolucién de las
ecuaciores cudrticas fué descubierta por Ferrari, discipulo de Cardano.
Escribiendo la ecuacién

a4+ b2t cz+d=0,

en la forma

24 ar = —bzt—cx—d,
a? . .
y sumando sz a ambos miembros, la ecuacién

<x2+%x)2=(—a£—~b>xz———x—d, (1}

es equivalente a la ecuacién original. Si el segundo miembro de [1]
fuera un cuadrado perfecto, la solucién de esta ecuacién seria inmediata.
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Pero, en general, no lo es. La idea fundamental en el método de Ferran
consiste en sumar a ambos miembros de [1]
a 2
y (ac2 + —z)+ L ,
2 4

de modo de obtener un cuadrado perfecto en el primer miembro para
un y indeterminado. La ecuacién [1] queda transformada en:

2 2
<x2 +ix+}/_) =<a__b+y>x2+
2 2 4
+(~c+im s (—d+ 1), 21
o)t (—d y)
Ahora podemos tratar de determinar y de modo que:
(a—z——b-’ry x2+(-c+1—ay z 4+ »d—{——l—? (3]
4 ) ) )

se convierta en el cuadrado de una expresion lineal ex + f. En general, si:

Az* + Bxr + C = (ex + f)?, (4]
sera

B*—4AC =0, {5]

y reciprocamente. Dec hecho, la ecuacién [4] es equivalente a las tres
relaciones
A=¢ ; B=2¢ ; C=, (6]

para que [5] se satisfaga. Reciprocamente, suponemos que [5] sea ver-
dadera. Entonces, si A = 0 y C = 0, tendremos también B = 0, y las
relaciones [6] se satisfardn para e = f = 0. 8i A 6 C no son cero, sea,
por ejemplo, A # 0, tomamos, entonces:

e=vVA ; f= -21-3?’
y, por [5], tendremos:

C=f.

De modo que el segundo miembro de [3] serd el cuadrado de una
expresién lineal ex 4+ f si y satisface la ecuacién:

1 2 a? 1
—ay—c} =4y +——b){—¥ —d)},
(2 Y ) (y 1 )(4;, )

o, efectuando operaciones:

yP—byr+(ac—4d)y +4bd —a*d —c2 = 0. (7]
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Basta tomar para y una raiz cualquiera de esta ecuacién cibica,
llamada resolvente de la ecuacién cudrtica, para tener

(ﬂ—-b-i- x? <~1—-ay—c x+1—y2——d=(ex + f)?
4 y) T\2 4

con e y f convenientemente elegidos. La ecuacién cuértica queda, en-
tonces, de la forma;:

a 1 2
(2 g2+ ) = Gt
2 2
podemos dividirla en dos ecuaciones cuadriticas

1 1
x2+%x+?y=ex+f ; x2+—;—x+?y=—ex—f,

las que resueltas separadamente, nos dan las cuatro raices buscadas.
La solucién se simplifica si la resolvente (7] tiene una raiz expresable
racionalmente en funcién de a, b, ¢, d. En ese caso puede elegirse esta
raiz para y, y las rafces de la ecuacién cuértica pueden expresarse por
medio de radicales cuadriticos. Pero en general, la expresién de las
rafces tendrd radicales cuadriticos y cibicos.

Ejemplo 1. Apliquemos este método a la ecvaci6n

+42—1=0.

En este caso serin

y la resolvente ctibica correspondiente sers:
¥+ 4y—16 =0,
«que tiene una rafz racional 2. Haciendo y = 2, la expresién (3) queda:
22" 4z +2 = (y2z—2)°
¥ se llega a la solucién resolviendo las dos ecuaciones vuadriticas
r?2 41 =‘\/?x—\/§—; r?+1 =—‘\[’?x+\/—é—.
Las cuatro rafces de la ecuacién propuesta son:
1£iVVE+1  —1xVy8—1
Ve ' V2 '
Ejemplo 2. Como segundo ejemplo tomamos el siguiente problema geométrico: Por

un punto P sobre la bisectriz del 4ngulo formado por 2 rectas perpendiculares 0X y OY
trazar una recta de modo que el segmento QR entre OX y OY tenga una longitud dada.
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Considerando OX y OY como ejes coordenados, sean (—a; @) las coordenadas de P.
Llamemos 0Q = z v OR = y. La ecuacién de la recta que determina en OX la abscisa z
y en OY la ordenada y es:

X Y
¥ - =1
R z Y
v La condicién de que esta recta pase por el punto P (a; a)
nos da una relacién entre z e y:
o ¢ X a ¢
z y

Por otra parte, si ! es la longitud dada de QR, la segunda relaci6n:
sty =D,
nos la suministra el teorema de Pitdgoras. Sustituyendo en esta Gltima ecuacién el valor

ax
y= L
z-—a

que resulta de la primera relacién, tenemos que determinar z de la ecuacién

2 a2
2 @z =2
@

(x—a)
—2ar’ + 2@ —P)a* +2alz — a0l = 0.

El problema queda asf reducido a la resolucién de esta ecuacién cudrtlea. Su re-
solvente cibica es:

P+ E—2a)y—4atll=(y—2a) @ +ly+2aF) =0,
tiene una rafz y = 2a?, y con este valor de y, la expresién (3) queda:
@+Br—2a@+zr+a?+ 8= [\/P—H;(x—a)]i.
Nuestra ecuacién de cuatro grado puede ahora dividirse en dos ecuaciones cnadrdticas
VE+ otz —a),
?—ar +a® = —\lm(z —a),

z: — ax + a’

o sea:
a:z——(\/V+a2+a)x—|—a(a+\/l2+a2) =0,
2+WBta—a)z+ae—VI+a) =0.
Las mismas ecuaciones determinan las abscisas de los puntos de interseccién de dos

circulos
e 2 Py 2
2 24+ Vit +a?—a
(_j_+2___,) g —ay (__5_.)

2 2 '

“’ y 2 2 2 2
<x+______lﬁ+a a)+(y—a)2=(-—a~—\/l+a +a)
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con la recta y = 0. En consecuencia, se desprende de allf Ia siguiente construccién: Por
P se trazan dos rectas PM y PN paralelas a 0Y y 0X respectivamente, de modo que
ON = PN =a. En MP se toms el segmento PL = | ¥, tomando N como centro, se
describe un cfrculo de radio NL, que corta a PN en S y T. Con PS y PT co-
mo didmetros se describen cfrculos que
cortan a OX en Q, Q' y Q" respectiva-
mente. Las rectas pedidas se obtienen
uniendo P con @, @', Q" y Q"”, de mo-
do que el problema puede tener cuatro
soluciones; como minimo tendrs dos.
Los puntos Q” y Q' existen siempre,
pero @ y @' pueden no existir. Esto Gl-

timo sucede si el circulo de digmetro
PS§ no corta al eje OX, es decir, =i

‘\/12+a2—a

<a,
2

o sea si

Resolver las siguientes ecuaciones cudrticas:

1. 2¢—82°—4z 43 =0. 2.
3.8+ —52242 =0. 4.
5.2 —322+62—2=0. 6.
7.0 +32*—222— 102 — 12 = 0. 8.
9. 24222+ 24+2=0. 10.
11. 224 423+ 222 —32—2 = 0. 12.
13. Demostrar que una ecuacién reciproca

I < 8a%,

Y
| £
P
Rl
T N s
|_— 7y
X
Q’

R”

Problemas

#—4P - +2=0.

224+ 522 —822—17x—6 = 0.
—r?—2z2—1=0.
*+523+22—~1324+6 =0.
#+5224+2z+8=0.

ot a2t 4522 +52 412 =0,

4 pritqt4pr+1=0

puede resolverse por medio de radicales cuadriticos.

2
14. Demostrar que z = 2 cos ( —%) satisface la ecuacién

2t—23—422 44241 =0,

{Cudles son las otras rafces de esta ecuacién?

15. Resolver la ecuacién

[z +2) + 2] =

SucesTIoN: Hégase z +1 = 4.

8zt (x + 2)2



CAPITULO VI

SEPARACION DE RAICES

1. Objeto de este capitulo. — En éste y en los dos capitulos si-
guientes trataremos con ecuaciones cuyos coeficientes son nimeros
dados. Tales ecuaciones se llaman numéricas para distinguirlas de las
literales, cuyos coeficientes son letras capaces de representar cualquier
nimero. Los métodos directos para la resolucién de ecuaciones ciibicas.
y cuérticas fueron tratados en el capitulo precedente. No se dispone de
talas métodos directos para ecuaciones de grados mayores, pero existen
procedimientos indirectos para el cémputo de raices de las ecuaciones
numéricas que son igualmente aplicables a ecuaciones de cualquier
grado. A menudo estos métodos indirectos son bastante mis ventajosos
aun en el caso de ecuaciones ctbicas y cuérticas, y su exposicién cons--
tituye un capitulo muy importante del Algebra.

En lo que sigue consideraremos tnicamente ecuaciones con coefi-
cientes reales y concentraremos nuestra atencién en las raices reales.
Con respecto a las raices reales, el problema es separarlas o aislarlas.
Una raiz real se aisla si se dstermina un intervalo que contiene a ésta
y no a otras rafces. Las raices reales quedarin separadas si cada una de
ellas est4 incluida en uno de dichos intervalos. Asi por ejemplo, las
ralces de la ecuacién

242 —22z—1=0,

son todas reales y ubicadas en los siguientes intervalos, cada uno de los
cuales contiene una raiz: (— 2; — 1), (— 1;0), (1;2). Las raices estén,
por lo tanto, separadas. Evidentemente la separacién de las rajces reales
requiere, en primer lugar, la solucién de la siguiente cuestion funda-
mental: ;Cudntas raices reales tiene una ecuacién propuesta? A su vez,
esta pregunta quedard contestada si encontramos la solucién de un
problema mé4s general: ;Cuédntas raices reales de una ecuacion dada
estdn contenidas entre dos ndmeros dados? Trataremos principalmente
estos problemas en este capitulo y el siguiente.

2. Signo de un polinomio para valores pequefios y grandes de
la variable. — Considérese un polinomio

f@ =az+eca®+ ... +cazh
112
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con coeficieutes reales, y supéngase que = toma valores reales. Por sim-
plicidad escribiremos: |z | = r. Entonces
If@ ] slalr+lei®+ ... +lealrm
y por consiguiente:
lf@)] sclr+r24+ ... +m),
siendo ¢ el mayor de los niimeros
tel, lel, .. leand.

Supuesto que r < 1, tenemos

r+r 4+ .. = < )

y asi

siempre que r < 1. Por otra parte, siendo ¢ un ntimero positivo dado,
la desigualdad

<e
1 —r ’
queda satisfecha si
€
r<—<1.
c + ¢
Por lo tanto
(@) ] <e,
siempre que
€
lz] <
c + ¢

En otras palabras, podemos establecer el siguiente resultado: El valor
numérico del polinomio

azr +ecxt4 ... +cpz”,
serd menor que cualquier ndimero positivo ¢ dado, para valores sufi-
cientemente pequefios de z. Es suficiente tomar
=

lz| < ;
c + ¢

donde ¢ es el mayor de los nimeros

Icll ) |62|y"':|cn"



114 TEORIA DE ECUACIONES

Esta proposicién conduce a las siguientes conclusiones:

1. Para z suficientemente pequefio en valor absoluto, el signo del
polinomio

4)(15) = ko +k1$ + ... +knx",
es el mismo que el de %o siempre que k; = 0. Podemos eseribir

o) =k (1 +c1z~+ ... 4+ chzn)
donde

ci=— 3 t=12 ...,n.

Ahora, para z suficientemente paquefio
ax +cxt+ ... 4 ez,

. . 1
serd numéricamente menor que cualquier nidmero dado, digamos r
Entonces, para tal z pequefio

14+ cz +ex?+ ... + ez,
serd mayor que Yy y por lo tanto positivo, y entonces ¢ (x) tendri
el mismo signo que k..

2. Si los coeficientes a, b, ¢, ... no son todos nulos, el signo del poli-
nomio

arx™ + bx» + cxr + ...

dispuesto segin las potencias crecientes de z serd, para z suficiente-
mente pequefio, el mismo que el signo de su término de menor grado
az™. En efecto:

az™ + baxr +cxr+ ... = ax'"(l +—b—x"“”‘+ix1’—"‘ + ),
a a
y por la conclusién 1:

1 +lx"“”‘+ix1’—"‘+...
a a

serd positivo para un z suficientemente pequeio. Asi, por ejemplo:
— 22 + 3 2% — 100 z8.

para z pequefio serd negativo o positivo seglin que z sea positivo o ne-
gativo.

3. El signo del polinomio

agz® + ™ + ... + an,
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dispuesto segiin las potencias decrecientes de z, es el mismo que elde
su término principal a.x® para valores de z suficientemente grandes.
En efecto:

a a
gz a4 ... +a, = aox"(l b o=zl L -t-—ix‘"),
Qo Qo

y para z suficientemente grande (o z~' suficientemente pequefio).

PP I
o Qo

",

es positivo. Luego, para z grande

— 3z + 100 z* 4 1000 z — 100.000,

ser4d negativo, mientras

x5 — 1000 z* 4 20.000 z* — 1.000.000,

serd positivo o negativo segin que z sea positivo o negativo.

3. Teorema. — Si un polinomio real f (x) toma valores f(a) y f (b)
de signos opuestos parax = ay x = b, asi por ejemplo:f (a) < 0,f(b) > 0,
entonces hay por io menos una ratz de la ecuacion f (z) = 0 en el intervalo

(a;b).

Demostraci6N: Desde cierto punto de vista el teorema es intuitivo,
pues si los puntos de la curva y = f (z) correspondientes a z =a y
z = b estdn en semiplanos opuestos respecto al eje OX, entonces la
curva, siendo continua, debe cortar a OX en algin punto entre z = a
yxz=b

% Un razonamiento més riguroso es el siguiente: En primer lugar,
sin restringir su generalidad, puede suponerse que @ y b son enteros;
pues de otra manera, bastarfa hacer una transformacién lineal de la
variable:

z=a + (b —a)t.

Entonces, f(z) se transformari en otro polinomio real ¢ (r), y:
¢ (0) = f(a), ¢ (1) = f(b) serdn ndimeros de signos opuestos. Si, por
lo tanto, es cierto que ¢ (!) = O tiene una raiz entre 0 y 1, se seguird
inmediatamente que la ecuacién original f (z) = 0 tiene una raiz entre
entre a y b. Luego no restringe la generalidad suponer que a y b sean
enteros. Entonces, entre los valores

f@ , fa+1), ..., f»),
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de los cuales el primero es negativo y el tltimo positivo, habrd un lti-
mo término no positivo, digamos f (¢o), tal que

flo) 20 ; feo+1) >0.
En caso de que f(co) = 0 la ecuacién tiene una raiz entera ¢, entre

a y by nada queda por demostrar. De lo contrario, dividase el intervalo
(co; o + 1) en 10 partes iguales y considérense los ndimeros

fleo) f<Cn+l—10—) ; f<00+%);~-  fleo+ 1),

de los cuales ¢l primaro es negativo y el dltimo positivo. Entre ellos
estard el dltimo no positivo; sea:

f(%“i*‘%) ; 050 £9.

tal que

IIA

C1
i)

1
co+ —) =0,
f(“ 10)

0 ;f(c0+c‘+l >0,
10

la ecuacién f(x) = 0 tiene una raiz racional <c0 + 1(—(1)) entre a y by

no queda nada por demostrar. En caso contrario, dividase el intervalo

entero
1
Cg'['—c—l— y ¢ + I s
10 10

en diez partes iguales y considérense los nimeros

e\ a oLy
f(%'*’ﬁ) ,f<00+ + );---;f(co“*— 0

entre los cuales se encontrard el tltimo

IIA
A
Neg

Ca

C1 C2
o+t ) o
f(° 10 102>

que no es positivo. Si
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se habrd determinado una raiz racional

entre a y b. En caso contrario dividase nuevamente el intervalo entre

Ci Co +1
———-+-——— co+ — +
et 0 Y T o 10

’

en diez partes iguales y contindese como anteriormente. El proceso ter-
minard si la ecuacién tiene una raiz racional de la forma

ot 2
10 102 10

representada por una fraccién decimal finita entre a y b y de lo contrario
puede continuarse indefinidamente, determindndose un decimal de infi-
nitas cifras

E=co
102

Por la forma en que se obtuvo este decimal es evidente que haciendo

Cm
= 102 ST
_coﬁ---—+ SE.L N
102 10"
tendremos
f(&m) <0 ; f('f]m)>0:
para m = 1,2, 3, ... Por otra parte, por la férmula de Taylor
FER) =&+ En—8) B+
4 (gt L8 f (5) F IO 1 o,
1.2.3
F ) = F(D) + (im — O F (8) + (1w — O %ju 0.
y luego
7 <(&—am>f'(s>—<&—e:-m>2f—l(—§>-+... [
PO > G =) f® — & — a8 2]

1.2
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Pero, de acuerdo con ¢l resultado establecido en el Parrafo 2, el polinomio
en h
X
@ —e G
1.2
serd numéricamente menor que un nimero positivo ¢ dado, siempre que

el valor absoluto de k sea menor que un cierto nimero 3 que puede ser
calculado al conocerse el valor de :. Considerando que las diferencias

(§ —E&m) v (5§ —m) son numéricamente menores que y tomando

o~

m tan grande como para hacer < 3 el segundo miembro de las

desigualdades [1] y [2] ser4 numéricamente menor que ¢, es decir, mayor
que — & y menor que e,
En consecuencia:

f® <e vy f(§ >—c¢,

por mis pequeflo que se tome sz, lo que implica f(§) = 0. Asi, queda
demostrado que el nimero
¢
E=cot+—+
10

C2
102

+ ...,

que ciertamente pertenece al intervalo (a;b) es una raiz de la ecuacién
f( =0.

Téngase en cuenta que esta demostracién da también el procedimiento
para computar aproximadamente, y con cualquier grado de aproxima-
cidn, la rajz cuya existencia queda establecida ¥.

El teorema que se acaba de demostrar es solamente un caso particular
de uno més general concerniente a las funciones continuas: St unae fun-
cién continua en un iniervalo ¢ < x =< b toma valores de signos opuestos
en sus extremos, se anula en algin punto tnterior del intervalo. Nos refe-
riremos ocasionalmente a esta propiedad general de las funciones con-
tinuas, cuya demostracién es muy similar a la desarrollada para los
polinomios.

4. Corolarios. — Entre las consecuencias inmediatas del teorema
del Parrafo 3 estdn las siguientes:
1. Una ecuacidén real
f(x) = agx2"+1 -+ alxz" + ... + aopnt1 = 0,

de grado impar, tiene por lo menos una raiz real. Esto es evidente en
el caso en que azn4+1 = 0; pues entonces x = 0 es una rafz. Cuando
@2a-1 DO es nulo, serd positivo o negativo. Ahora, sin restringir la genera-
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lidad, el coeficiente a, puede suponerse positivo. Entonces, para valores
suficientemente grandes ¢ (Parrafo 2, conclusién 3) f(c) serd positivo
y f(—c) negativo. Suponiendo @z2a+1 < 0 tenemos:

FO) <0 ; fl) >0,
v hay una raiz positiva de la ecuacién f (z) = 0. 8i as 41 > 0, entoaces:
f(—=¢ <0 ; f(0) >0,

v en este caso la ecuacién tiene una rafz negativa.

2. Una ecuacién

f@) =arm+ @z + ...+ a2, =0,

de grado par, ea la que el coeficiente priacipal a, y el término indepen-
diente as, tienen signos opuestos, tiene por lo menos dos raices reales,
una positiva y otra negativa. Suponiendo ao >0y ¢ suficientemente
grande, f (¢) y f (— ¢) serdn ambos positivos; entonces, desde que

f(—e)>0 ; f(0) <0 ; f(e) >0.

cada uno de los iatervalos (— ¢;0) y (0;c¢) contiene por lo menos una
Taiz de la ecuacién f (z) = 0.

3. Un polinomio real sin rafces reales en un intervalo ¢ sz = b con-
serva un signo constante en el mismo, es decir, f (z) es positivo o nega-
tivo cualquiera sea el valor de x que se tome en el intervalo (a;b). Sean
2/ y 2’ dos valores cualesquiera tomados en (a; b). Entonces, ni f(z")
ni f (z’’') son nulos, desde que el intervalo no contiene raices de f (x)
y por lo tanto f(z')y f (") no pueden tener signos opuestos, pues de
otra manera f (z) tendria una raiz entre z’ y '/ y perteneceria alinter-
valo (a;b) lo que es contrario a la hipétesis.

4. Fl ntimero de raices de f (x) = O entre a y b, contadas de acuerdo
a su multiplicidad, es impar o par, de acuerdo a que f(a) y [ (b) tengan
signos opuestos o iguales. Sean ¢, d, ..., 1, distintas raices, de f (z) entre
ayb vy, 3, ..., sus érdenes de multiplicidad. Entonces:

f@=@—a@—d?... D¢,

v ¢ (2) no tiene raices entre a y b. Sustituyendo x = b y z = a y ha-
ciendo el cociente, tenemos:

(b ety (P e
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Ahora, por el corolario 3, el cociente

¢ (b)
¢(a)’
es positivo, mientras que
b—c  b—d _b__:_—_l_
a—¢  a—d T a—1"
f®)

son nimeros negativos. El signo de es el mismo que el de

f(a

(— D)y+ot... 42

luego, v+ + 3 + ... + X —nlmero de raices de f (z) en (a;b) contadas
de acuerdo a su multiplicidad — es impar si f (b) y f (a) tienen signos
opuestos, y par si f(b) v f (a) tienen el mismo signo.

5. Ejemplos. — Antes de considerar los ejemplos que tratan de ilus-
trar el uso de los resultados establecidos hasta aquf, es conveniente
introducir ciertos simbolos y explicar su significado. Cuando escribimos
f(+ o) =4 o 6 f(+ «) = — » queremos decir que para todos los
valores positivos de z suficientemente grandes, el polinomio f(z) con-
serva el signo - 6 — y toma, en valor absoluto, valores mayores que
cualquier ndmero positivo dado. En la misma forma, los simbolos
f(—wo)=+4+ o 6 f(— =) = — » sigaifican que para cualquier =z
negativo, suficientemente grande en valor absoluto, j (z) conserva el
signo + 6 —, sobrepasando numéricamente cualquier nimero positivo
prefijado.

Ejemplo 1. Considérese la ecuacién
f@=c—-1D—3)—=5)—7+r(z—2@@—4){(x—86) =0

donde A es un ndmero real arbitrario. Al sustituir en f (z) respectivamente — «; 2; 4;
6; + o tenemos

Valores: f(—®) f(2) f@4) [f®) f(=)
Signos: 4 —_ + — +
De esto concluimos que la ecuacién propuests tiene rafces en cada uno de los intervalos

(—=;2) (2;4) (4;6) (65 + ).

Como el grado de esta ecuacién es 4, todas sus rafces son reales y simples. Llamédndolas
¢, d, e, f vemos que

— o <e<2<d<4<e<b<f <+ ™.
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En otras palabras, las raices de las ecuaciones
f@=0y —2)(z—4)(z—6)=0

se siguen en un orden alternado o se separan mutuamente. En general, si dos ecuaciones
tienen todas sus rafces reales y simples y est4n ubicadas de tal modo que entre dos con-
secutivas de una hay justamente una raiz de la otra, decimos que lasrafces de una separan
las de la otra. Evidentemente, en ese caso, los grados de las ecuaciones son iguales o bien
difieren en una unidad.

Ejemplo 2. Considérese una ecuacién de la forma

A B C

zT—a z—b z—c

ca la cual 4, B, C son nlimeros positivos; a < b < ¢; y P es un nlimero cualquiera dis-
tinto de cero. Escribiendo

g (@) =(z—a)(@—0)(z—c)

@
g (x)

Fz) =

es obvio que las rafces de la ecuacién en la forma original y las de f (z) = 0 son las mis-
mas. Ahora, en F (z) hdgase la sustitucién z = a — ¢; £ = a + e; los resultados son

A B C
Fla—e =—"+ + —P,
3 a—b—z¢ a—c—e
Fla+ ¢ 4 + B + ¢ P
a = - - .
¢ e a—b®e a—c+ e

Si e es positivo y muy pequefio, los términos

sobrepasan a los otros en las expresiones precedentes y por lo tanto F (a — ¢) < 0;
F (a + ¢) > 0 para un e positivo pequefio. Del mismo modo encontramos que:

Fb—e) <0, F(c—e) <0,
Fb4+e)>0, F(c+e >0,

para e positivo y pequefio; en otras palabras:

fla—e) FB—e) fle—e)

IXTE o 2T o 2T o
ppp— sb—e ge—o °
fletd o feH0 o Je+o

gla-+e) g+ o gle+e)
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para s pequefio y positivo. Los signos de g (a — ¢), g (a + ), etc. son los siguientes:

gla—e) gla+e gbh—e gb+e gl—e gt
— + + _ — +

y consecuentemente los de: f(a —e), f{a + ¢), etc., son:

fla—e) fla+e fo—e fbo+e fl—e fl+e
+ + — — + +

Adn mds, desde que:
F(—o)=F(+)=—P,

el signo de f (+ «) es negativo, en el caso de P positivo, y el signo de f (— =) es nega-
tivo en el caso de P negativo. Luego, para P >0

los signos de flate fO—e fo+e fl—e flte [+ =)
son + — — + LS —

mientras que para P <0

los signos de f(—®) fla—e flat+e fo—e fl+e [fl—eo
son — + + — — +

En el primer caso hay una rafz en cada uno de los intervaius
(a;d) 5 50 5 (5 + =)
y en el segundo caso, en cada uno de los intervalos
(— w;0) ; (a;0) ; (b5 c).

Las rafces de la ecuacién propuesta son, por lo tanto, reales, simples y separan a a, b, c.

Problemas

Veriffquese que las siguientes ecuaciones tienen rafces en los intervalos indicados

3 3
1. 22 —T7z 47 =0. Raices en (—4; —3); (1; E—); (-2—;2).

8 8
2. 28 —3z2—4z+13 =0. Raices en (1; —3-), (-3—, 3) ; (—38; —2).

7 7
3. 24 —62° + 522+ 14z —4 = 0. Rafces en (—2; —1); (0;1); (3; ?), (—2—; 4).

4. 24 423 —322—6z+2 =0. Rafcesen (—5; —4); (—2;0);(0;1); (1;2).
1 1
5. 520 + 1623 — 922 — 12z + 2 = 0. Tres rafces en (—1;0) ; (0; 5—), (—2—, 1).
Afslese la ecuarta rafz.
6. Demuéstrese que para todo valor real de A la ecuacién

—2@—58@—"7—9+rz—3) (x—6)(z—8) (z—10) =0,

tiene todas las rafces reales y simples y sepéreselas.
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/. Resuélvase el Problema 6 para
z(x*—1(z—2)+222z+1)B82z—2)(22—3) =0.

*B. Siai<h<a<b<... <ap—1 <by—1 <apy A es un nimero real, de-
muéstrese que las rafces de:

F—a)(z—a) ... x—a) +rE—b)@—0b) ... (z—bp—1) =0,
son reales y simples. Sepdreselas.

*9.Siay<bi<a<b < ... <a, <b, y A es real, jcusl es la naturaleza de las
rafices de la ecuacién

(x—al) (Z—az) (21— an) +)~(z—~b1) (IC—bz) (I—bn) =07
Indiquense intervalos que contengan s6lo una rafz.

10. Demuéstrese que las rafces de la ecuacién

1 +2+ 1 + 3
rz+4+1 z x4+ 2 r+3

—10 =0

son reales y simples y sepdreselas.

*11. Demostrar en general que las rafces de la ecuacién

4 A +.. An

z—a z—a: z— Gy

—P =0

son reales y simples si 4; > 0; A: > 0;...; 4, > 0. Indiquense los intervalos que con-
tengan cada uno sélo una rafz.

6. Una identidad y un lema importantes. — Sean 71, zs, ..., Ta
las rafces de un polinomio

f@) =azr+ gzt 4+ ... + a,,
v sea

fx) =a0(x —21) (2 — ) ... (2 —2n),

su factoreo. Reemplazando aquf x por z + h, podemos presentar f (z +h)

z

asl:

f@+h =az+h—a)@+h—x)...+h—z) =

=a{x—x1) (T —22) ...

(& — @) (1 +—h—) (1 +_L)...(1 +—h~—-),
z— x — s T — Zn
o bien

S+ h) =f(x)(1+——h——->(1 +—h~—)...(1 +——h—).

r— r— T2 T — Tp
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El producto

(1+ h )(1+ h )(1+——h )
T —2 T — T2 T — I

puede ser desarrollado en potencias crecientes de k, y los primeros dos
términos de ese desarrollo son

1
1+h( Lot +...+————>.

r—2x X — X2 r — Xy
Luego:
f(x+h)=f<x>+h[“”> + 1@ L +—’iﬂ—}+...
r—1I T — Ty T — Zn

Por otra parte, por la férmula de Taylor:
fl@+h) =Ff@=) +hH @ + ...

asl que, comparando los coeficientes de h en ambas expresiones, obte-
nemos una importante identidad:

z x x
@ @ @
rT— T — X2 T — Tn
que también puede ser escrita asi:
" (x 1 1 1
[ @ = + R
f(x) T —x T — T2 T — Tp
Las raices de i, 24, @3, .. ., . N0 necesitan ser todas diferentes; sean
las distintas entre ellas a, b, ...,y sean «, 8, ..., X sus multiplicidades.

Entonces la identidad que acaba de deducirse puede presentarse enla
forma

PE@ e 8 b
J (=) T —a x —b z —1

Escribiendo

f@ =& —a 9@,

el polinomio ¢ (z) tiene raices b, ¢, ..., de multiplicidades 8, v, ..., A
Luego, aplicando 1a misma identidad a ¢ (z) tenemos
g @ _ 8 A

+ ... +
g (z) z—b x —1

y asi
f@ __« | 9@
J (@) T —a g (z)
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De ahora en adelante, supondremos que f (z) tiene coeficientes reales;
supondremos también que a es una raiz real. Entonces, ¢ (z) serd un
polinomio real y g (a) #0. Sustituyendo en {1]: 2=a —c¢y z=a + ¢
tenemos

flaz9 | &, 0@=9 . flat+ted a gd@te

fla—¢) e gle—¢ ' fla+e e gla+e

Ahora, si ¢ es positivo y pequefio, los términos

serdn numeros negativos y positivos que en valor absoluto sobrepasa-
ran al de:
g’ (@ — ) g (a + ¢)
Y
gla—¢) gla+ ¢

que para ¢ pequefio son casi iguales a la cantidad finita
g’ (a)
g (a)
Por lo tanto, para ¢ pequeifio y positivo, el cociente

J'(a — ¢
fla—¢)

serd negativo y
I (a + ¢
fla+ ¢

sera positivo, y ambhas expresiones serdn grandes en valor absoluto. Es
ésta una importante propiedad que estableceremos como lema. Cuando
x crece y pasa por una rafz real de f (), el cociente

J (@)
f (@)

al convertirse en infinito, cambia de signo de — a + o pasa de — « «

+ .

7. El teorema de Rolle. — Sera facil ahora demostrar un teorema
importante conocido como teorema de Rolle. Entre dos raices (reales)
consecutivas a y b de un polinomio f (z) hay por lo menos una, y siempre,
un numero impar de rafices de su derivada |’ (x).
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DeMOSTRACION: Desde que a y b son dos rafces consecutivas de f (x),
en el intervalo a + ¢ =z =b — ¢ el signo de f (z) no puede cambiar,
asi que

flete v fo—29),
seran ndmeros del mismo signo. Pero si ¢ es pequefio y positivo

Fatd . Fe=9

fla+ e fo—9
por el lema del Pirrafo 6; en consecuencia:
flate v ffb—0),

son de signos opuestos y entre a y b debe haber por lo menos una raiz
de la derivada f’ (z) (Parrafo 4, Corolario 4). De cualquier forma, el
nimero de rafces, contada cada una de acuerdo a su multiplicidad, serd
impar.

CoROLARIO: Entre dos raices consecutivas ¢ y d de la derivada f' (x)
existe a lo sumo una ratz de f (z). En primer lugar, tal raiz debe ser sim-
ple. Supéngase que haya dos rafces « y § de la ecuacién f (x) = O entre
¢y d, de manera que ¢ < « < 8 < d. Entonces, por el teorema de Rolle,
1a derivada f’ (z) tendria por lo menos unaraizentre a y 6, y ¢y d no
serfan dos rajces consecutivas de f’ (x). Similarmente, si f es la menor
de las raices de ’ (z) y ¢ la mayor, cada uno de los intervalos (— w; f)
y (g; + =) puede contener sélo una raiz de f(z) en su interior. Es
evidente que entre ¢ y d no habrd ninguna raiz de f (z) si

f@fd >0

v solamente una si

fl)fd) <0.

Igualmente, los intervalos (— «;f) ¥ (g; + ) contienen o ninguna
o s6lo una rafz de f(z) si en sus puntos extremos los signos de f (x)
son iguales o no.

Sobre estas observaciones puede basarse un método para separar
ias raices de un polinomio, en caso de que sean simples, supuesto que las
raices de la derivada se conozean. Sean todas las rafces distintas de f " (x)

Cy < € < ... < Cy.

Escribanse, uno detras del otro, los signos de
Fl—=)y ;5 fle) 5 flead ;.. 5f(ed 5 F+ =), (1]

En una sucesién de signos + 6 — hay una variacién si dos con-
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secutivos son distintos, y una permanencia si son iguales. Por ejem-
plo, la sucesién
++——+—4+ —

presenta cinco variaciones y dos permanencias. Adoptada esta termi-
nologia, el nimero de rajces reales de la ecuacién f (2) = 0 es igual al
nimero de variaciones en la sucesién [1]. M4s atn, las raices estardn
separadas y asignados intervalos, cada uno de los cuales contiene una
sola rafz.

Ejemplo 1. Separar las raices de la ecuacién
f@) =225—52zt4+1022— 102 + 1.
Desde que
f@=10@"—2234+22z2—1)=10z—13(@+1)

tiene dos rafces distintas 1 y — 1, considérese

fl==) 5 f(=10 5 M) 5 f(+ =)
y escribase la correspondiente sucesién de signos

- 4+ — +.

Esta presenta tres variaciones lo que indica tres rafces reales y simples, cada una en
uno de los intervalos:

(—eo; =15 (=151 ;0 + =)
Ejemplo 2. ;Cudntas raices reales tiene la ecuacién
f@=2t—4az+b=07

La derivada
@) =4@—a)

tiene una sola raiz real

Va

3 3
fWa) =—3avVa+d
Si
3_—
=3aVa 6 b =27a

3
la dnica rafz real de la ecuacién propuesta serd la rafz multiple '\/; . S > 27a4 los
signos de
3—
fl= =) ;7 Wa) 5 f(+ =)

80n

+ + +
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asf que en este caso todas las rafces son imaginarias. Finalmente, en el caso b® < 27 a*
la sucesién de signos

+ — +
indica dos raices reales y simples, siendo la otra imaginaria. El uso de este método basado
en el teorema de Rolle para separar las rafces, es limitado, pues s6lo raramente se conocen
las rafces de la derivada. La importancia de este teorema consiste en otras aplicaciones,
algunas de las cuales se considerardn enseguida.
Problemas
Separar las raices de las siguientes ecuaciones
1.3zt —4 28 —622+122— 1 =0. 2.3z —22—622+32z+1=0.
3.3 —228—622+6x—2=0. 4. 2t —433+422—242—1 =0.
5. 226 4+5xt— 1022 —202>+402 + 5 =0.
6. 325 —252%+4+60z—10 = 0. 7.2 —10z* + 5 = 0.
8. 25—80z +35=0. 9. 26 —625+4 =0.
10. 526 4-24 25 + 3024 — 2023 — 7522 — 60z 4+ 3 = 0.
11. ;Para qué valores de A la ecuacién
(z+3F—A@x—1)=0
tiene tres raices reales?
12. ;Para qué valores de A la ecuacién
(z+383p—A(x—12=0
tiene tres rafces reales?
13. Demostrar que la condicién necesaria y suficiente para que una ecuacién
24pr+q¢=0
tenga tres rafces reales distintas es 4 p* 4 27 ¢° < 0.
*14. En una ecuacién trinomia
a® +pz™+q=0

de grado impar, el exponente m puede tomarse impar. Demostrar que el nimero de rafces
reales es uno o tres, y que hay tres rafces reales y distinlas sélo si

m n m n—m
n n—m
*15. En una ecuacién trinomia
" 4 px™ + ¢ =0

de grado par, el exponente m puede ser impar o par y p puede ser tomado positivo si m
es impar. Entonces, habrd dos raices reales y distintas sélo si

m n-m mp n
n—m n
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() (2

Si m es par, el ndmero de rafces reales, de acuerdo a sstos dos casos es cuatro o cero.

¥ ninguna si

* 16. Si las rafces de f () = 0 son reales y simples, demostrar que las rafces de
J@—f@f @) =0,
son todas imaginarias.

* 17. Las rafces de las ecuaciones f () = 0y g (z) = 0 son reales y simples y se separan
mutuamente; es decir, entre dos rafces consecutivas cualesquiera de una, hay justa-

mente una rafz de otra. Llamando a las rafces de g(z) =0: 21 <42 < ... < Ipy. de-
mostrar que los cocientes
f@)  fle) . fw

?

g @ ' g @) g @m)

son del mismo signo.

* 18, En las mismas condiciones que en el problema anterior demostrar que todas
las rafces de la ecuacién

JT@g@—F@gx =0,

son imaginarias.

% 8. Otras aplicaciones del teorema de Rolle. — Sea un polino-
mio con las rafces reales distintas

by <bsg < ... <bg,
de multiplicidades 8, @, - - ., 8, respectivamente, de manera que en

conjunto contamos

r=C+ B+ ... =+ Bs,
rafces reales. Por el teorema de Rolle, cada uno de los intervalos
(br;b2) ; (bzsbe) ;... 5 (baasba),

contiene por lo menos una raiz de la derivada f' (z). Desde que el nimero
de intervalos es s — 1, tenemos no menos de s — 1 rafces distintas de
f' (z). AGn més, b; ser4 una raiz de multiplicidad 8; — 1 de f' (z) (en
el caso en que 8; = 1 no sea raiz). Sumando tenemos, por lo tanto

Bi—14+B—14 ... +8—1=r—s,

raices diferentes, de las numeradas antes. En conjunto, la ecuacién
f () = 0 tendri, por lo menos

r—s+s—1=r—1,

raices reales. Luego, podemos establecer la conclusién:
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Si una ecuacién f (z) = 0 tiene r raices reales, el ndimero de raices
reales de f' (z) = 0 es, por lo menos, r —1; o,lo que es lo mismo, el
nimero de raices imaginarias de la derivada no es mayor que el nimero
de raices imaginarias de f(z). En efecto, sea 2k el numero de raices
imaginarias de f (z) y n el grado de este polinomio; entonces:

n=r<+2%k

Anilogamente, si 7’ es el nimero de raices reales de f/ (z) y 2k el
de las raices imaginarias:

n—1=17¢ +2F.
Pero v 2z r — 1 y por lo tanto
n=r+2kLk=r+2k".

desde que 2k’ < 2k%. En particular, si todas las raices de la ecuacién
f () = 0 son reales, la derivada f’ (z) = 0 no puede tener raices imagi-
narias; csto es, todas sus raices son también reales. En este caso espe-
cial, puede decirse algo més acerca de las raices de la derivada. Desde
que £ = 0, debemos tener " = r — 1. Esto significa que cada uno de
los intervalos

(bi;b2) ;5 (ba;bs) ;... ;(bs_1;by),

contendrd justamente una de las raices de f* (x), necesariamente simple,
v las otras raifces de f’ (z) serdn raices wiltiples de f(z). Luego, las
raices multiples de f” (z) son necesariamente raices multiples de f (),
supuesto que este polinomio tuviera sélo raices reales, v f’ (z) tendra
raices simples, si f (x) tiene por lo menos dos rajces distintas. Atin mds,
las raices de f’ (z) estdn comprendidas entre la menor y la mayor rafz de
f(z). Aplicando el mismo razonamiento a f’ (x), luego a f” (z), ete.,
podemos finalmente establecer el siguiente enunciado: Si todas las
rafces de una ecuacién f (z) = 0 son reales, lo mismo sucederi con las
ecuaciones

F@=0 5 f"@@=0; f"@ =0;...

Las raices miultiples de cada una de éstas, lo serdn tambien multiples
de f(z), v cada una tendrd rafces simples si no todas las raices de
S (x) = 0 son iguales. Ninguna raiz estard fuera del intervalo entre la
mayor v la menor raiz de f (z) = 0.

Los dos ejemplos siguientes ilustrardn las aplicaciones que pueden
hacerse de este teorema:

Ejemplo 1. Sean a < b dos ndmeros reales y sea

f@)=(@—a)*(x—>b)".
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La ecuacién f (x) = 0 tiene sélolas rafces reales a y b y ambas de multiplicidad .
Luego, la ecuacién
n

—— le—ar@—br1 =0,

de grado n tendrd solamente raices reales. Estas raices serfn simples, desde que ni a
ni b aparecen entre ellas y cstardn contenidas entre a y b.

Ejemplo 2. Sea
@ =@+a)lx+a)...(x+ap).
Desarrollando f (z) en potencias decrecientes de z, el coeficiente de z" serd la suma
s, =Xmas ... a;,

de todos los productos de las 7 cantidades tomadas entre a, @y, . .., @q. El nlmero de
términos de la suma es

nin—1)...(n—71+1) B (n)

1.2...1¢ i

Llamando, por lo tanto, p; a la media aritmética de todos los productos de ¢ factores
tomados entre a4, a», ..., @, tenemos

n
si=|{ })p
1
y podemos escribir

n n n—1 n n—=2
fl@) =2" + . y g + 9 P2z + ... +Dn,
de donde se sigue que

1 n—1 o n—1 _3
f@=n|2a""" + . Pz + ) P2 4 L+ a1,

por aplicacién repetida de este resultado podemos concluir que la derivada de orden s
difiere s6lo en una constaate de

xn_s_*_(n—l—s)plxn-—a—l__}_ cor t Pr—s.

Supéngase ahora que uy, @s, ..., ap son nimeros reales distintos entre sf. Entonces,
la ecuacién

n—s n—s n—3s—1
x + . P + .. +Pr—s=0

tiene solamente rafces reales y no son todas iguales. Reempldcese s por n —k—1 y
sustitdyase z = y™1; la ecuacién transformada

k41 k+ 1
Pk+1y’°+1+< 1 >pky"+< 9 )pk—ly”"l+...+1=0
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tiene andlogamente, sélo raices reales y no iguales. Tomando la (k — 1)-6sima derivada
y eliminando el factor constante, llegamos a la ecuacién

Pe+1¥ +2pky + pp—1 =0,
con rafces reales y distintas, lo que supone la desigualdad

2
Pk > Ph—1Dk+1,

que se cumple para k =1,2,...,n—1. En particular, siai, as, ..., a, son otmeros
positivos, pi, ps, ... pn serdn positivos. Tomando %k = 1, tenemos
P > P2
o bien
1
P2 & <pL.

Para &k = 2 tenemos
1,
P> prps > P /Zps
de donde
1
Ps /3 < pZ‘/Z'
Tomando nuevamente k& = 3, tenemos

Pit > paps > p32/2p4

de donde
p:/s < pslla

y continuando de la misma forma, es f4cil verificar que, en general

S
pv+1 <p v
v+ 1 v

Asi, establecemos la sucesién de notables desigualdades
17, 1 1
j2 >p2/z>p3 Is> . > py In
que se cumple para cualquier cantidad positiva a;, as, . . ., a,, supuesto que no todas som

iguales. En particular:
a a4+ ... +ay,

| =

n
Y
Pn = 010203 ... Gy,
tal que
n
atoet Ao >YVaia:...a,,

n

y ésta es la cldsica desigualdad de Cauchy, que expresa el hecho de que la media arit-—
mética de ndmeros positivos es mayor que la media geométrica, siempre que no todos
los nimeros sean iguales Y.
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Problemas

* 1. Demostrar que las rafces de la ecuacién

n \2 nin—1) \? | nin—1)(n—2) \? n
1+(—1'>x+(——1.—2—)x+(—1'T)23+...+$ =0,

son reales, simples, y contenidas entre 0 y 1.

* 2. Si las raices de la ecuacién
Gzt +arzV 4+ ... Fa, =0

son reales, entonces
a Z a;—10i41.

para i =1,2,...,n—1
* 3. Silas rafces de la ecuacién f (z) son reales y simples, demostrar que las rafces de
la ecuacién
(n—1f—nff" =0,
son imaginarias. Nétese que para un valor de z arbitrario las rafces de la ecuacién en z

@
z

L2 24 =0
1.2 +

f@ea+7 @+
son reales y distintas.

+ 4. Siendo las rafces de f (z) = O reales, demostrar que lo mismo es cierto con res-
pecto a las ecuaciones

of @) +f@) =0 ; = @ +2f@) =0 ; zf @) +3f@) =0;...
* 5, Si las rafces de la ecuacién
aox”+a1:c"—1+ oo tap=vu
son reales, demostrar que lo mismo es cierto para la ecuacién
(n + 1)*acz® + ntay 2t ¢ (n — DEarz¥ 24 ... +a, =0,
donde % es un entero positivo.

* 6. Demostrar que las rafces de la ecuacién
nin—1)"

. n—1 .n n n—1
(n+ 1D t2® + a2 + T3

24 ... +1=0,
son reales.

+7. Las raices de la ecuacién f (z) = 0 y g (z) = 0 son reales y simples y se separan
mutuamente. Demostrar que la misma propiedad se mantiene para f’ (x)=0y ¢ (=0
Véase el Problema 18, Pérrafo 7.

* 8. Demostrar que las rafces de la ecuacién

n

z? x
i4+z4+—+...+—=0
2 n

son todas imaginarias si n es par, y todas menos una, sl n es impar.
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* 9, Demostrar lo mismo para la ecuacién

z? "
i+ ——— =10.
1.2+ +1.2...n

142t
1

9. Un teorema de de Gua. — Consideraremos ahora una ecuacién de
de la forma

F) =af (z) +af(2),
en la cual « es una constante arbitraria, positiva o negativa. Sea

by < by < ... < by,

raices positivas y distintas de
f(:l)) = 0:

v B, 82, ..., 8, sus multiplicidades, de tal modo que, en conjunto,
tenemos

T=61+62+...+63,

raices positivas. La rajz b, en el caso en que $; > 1 serd también una
raiz de la ecuacién F (z) = 0, pero de multiplicidad ¢; — 1. Pues

J (@) =(@—b)%fi(2)

@) = (&—0b)¥1f(z),
de donde

F(z) = (x —b)" [z (@) + a(z —b) f1 (@)],
pero
fs(z) = afa (x) + a(xz —b) fi(2),
para z = b; se reduce a
bifa (b3,
—ndmero distinto de cero—, y esto prueba que.b; es una raiz de F(x)
de multiplicidad @; — 1. Asi, la ecuacién F (z) = O tiene, ciertamente
Br—1+8—14 ... +8;,—1 =r—s

raices v adem4s, tiene una raiz por lo menos en cada uno de los interva-
los

(bla bg) > (bZ} b3) yoeee s (bs_‘li bs) .
Para demostrarlo, sea ¢ un ndmero positivo pequefio. Entonces:
I (@)
f(z)

X
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para z = b; -+ ¢ serd un nimero positivo grande, mientras que para
x = bip1 — ¢ serd negativo y grande numéricamente (Parrafo 6). Se

deduce que
Fb;+ ¢ 50 - F (bix1— ¢) <0

fit ) C G
para ¢ suficientemente pequefio, mientras que
JOit+ ) v figr— ),
tienen el mismo signo. Por lo tanto:

F(b,-’r 8) Yy F(bi+1-——-€),

H

tienen signos opuestos, y la ecuacién
F(z) =0,

tiene, por lo menos, una raiz en el intervalo (bi; bit1). A las r— s rajces
previamente contadas, pueden agregarse por lo menos s — 1 raices
distintas de aquéllas, de modo que, en total, la ecuacién

F@)=af((x) +af(z) =0,

tiene por lo menos r — 1 rafces positivas si el polinomio tiene r raf-
ces positivas, importante enunciado que se utilizara en el parrafo pré-
ximo.

% Puede demostrarse de manera similar, que el ndimero de raices
negativas de F (x) = 0 no es mayor quer’ — 1, si r' representa el niimero
de raices negativas de f () = 0. El niimero total de raices reales de la
ultima ecuacién es

- !
m=r-+71,

sif()=0y
m=r+714v,

si f (z) tiene el cero como raiz de multiplicidad v. En este caso es fécil
verificar que F (z) es divisible por z’, de modo que el cero es raiz de
multiplicidad por lo menos igual a v para la ecuacién F (z) = 0. Desde
que el nimero de raices positivas y negativas de esta ecuacién es, por
lo menos, r + 7' — 2, el nimero de todas sus raices reales nunca es
menor que m — 2. En particular, si todas las raices de f (z) son reales,
la ecuacién

zf' (z) + «f(z) =0,

no puede tener mis de dos raices imaginarias puesto que su grado no
es mayor que el de f (z). Puede verse con un ejemplo que puede tener
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rafces imaginarias adn cuando las raices de J () sean reales. Témese
S (@) = 2 — =z, luego
F(y=(a+3) 23— (« + 1z,
Y para a = — 2
F(r) =24+ 2z =22+ 1).

Este polinomio tiene dos rafces imaginarias. Sin embargo, todas las
raices de

!’
zf (x) +af(z) =0,
seran reales si a es positivo. Para demostrarlo, considérese el cociente

F() _  f'(9

€

f(e) f (&)
Este cociente es evidentemente positivo si F(0) %0 y ¢ es suficiente-
mente pequefio. Por otra parte, en el caso de f(0) = 0
)
I (e)

€3 positivo para ¢ positivo y pequefio. Luego, para ¢ positivo y- pequefio,
el cociente

’

F(¢)
I (e
es positivo, mientras que el cociente
F (b; — S)
J b1 —¢)
es negativo. Desde que f(¢) v f (b — &) tienen el mismo signo, F (2)
y F (by — ¢) tienen signos opuestos y hay por lo menos una raiz de
F (z) entre 0 y b,. Asi, si n es el grado de f (z), la ecuacién F (x) = 0 tie-

ne, por lo menos, n — 1 raices reales, de modo que todas sus rafces
son reales .

y

y

Problemas.

* 1. Siendo las rafces de f (z) = O reales, demostrar que lo mismo es cierto para la
ecuacién

zf @ +af(@) =0
no sélo para « positivo sino para « < —n, donde n es el grado de f (z).
* 2. Siendo las raices de f (z) = 0 reales, demostrar que lo mismo es cierto de la ecua-
¢ién
F@ +exnf (@) + 22" (2) =0
si ¢ 2 3.
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*3.8cag(z) =+ a) (z+ &) ... (z 4+ ay) un polinomio con rafces reales y nega-
tivas. Siendo las rafces de
F@) =ar*+az" 4 ... +a=0,
reales, demostrar que lo mismo se cumple para
Gogm)® +agln—Da" 14+ .. +40)a,=0.
* 4. Para un A real arbitrario, la ecuacién
M@+ (=) =0,
no tiene m4s rafces imaginarias que f (z) = 0.
* 5. Demostrar que lo mismo es cierto para la ecuacién
af (@) +0f' () + ¢ f" () =0,
si las raices de
ax?+bx +c=0
son reales.
* 6. Los polinomios de Hermite H, () se definen por
dn e’

da®

= H, (z) e,

Demostrar que
Hpt1(x) = Hy' () —22 Hp (2),

¥ luego dedueir que las raices de Hy, (z) son reales y simples. Demostrarlo por induccién.

10. Regla de los signos de Descartes. — En una sucesién de nimeros
o, 01, ..., 0,
ninguno de los cuales es nulo, dos términos consecutivos
ai—-1 Y ai,

pueden tener el mismo o distinto signo. En el primer caso decimos que
los términos a;—;, a; presentan una permanencia de signos y en el segundo
caso una vartacién de signos. Por ejemplo, en la sucesién

—2,—8,4,4,—1,7,7,7,—5,—4,1

hay cinco variaciones y cinco permanencias. Si algunos de los términos

de la sucesién son ceros, simplemente no se los tiene en cuenta al contar
el ndmero de psrmanencias y variaciones. Asi, en la sucesién

1,0,0,—1,—1,0,0,0,2,3, —1,0,0

hay tres variaciones y dos permanencias. Adoptada esta terminologia
podemos enunciar el siguiente teorema cldsico, conocido como
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Regla de los signos de Descartes: El nimero de rafces reales positivas de
una ecuaciéon con coeficientes reales

f(@) =az +azr 14 ... +a,=0,

nunca es mayor que el numero de variaciones en la sucesion de sus coefi—
cientes

g, A1, ... ,qn,

Y, St es menor, stempre lo es en un numero par.

DeMOSTRACION: Llamemos V al nimero de variaciones y r al nlimero
de raices positivas, cada una contada de acuerdo a su orden de multi-
plicidad. Queremos demostrar que

V=r+2h,

siendo h un entero no negativo. El teorema es evidente en el caso V = 0,
pues si todos los coeficientes que no son nulos son del mismo signo,
la ecuacién no tiene raices positivas, asi que r = 0. Suponiendo que el
teorema sea cierto para V — 1 variaciones, demostraremos que es verdad
en el caso de V variaciones, y esto es suficiente para conecluir, por in-
duccidn, la generalidad del teorema.

Sean a, y ag 8> a, dos coeficientes de signos opuestos, siendo los
coeficientes intermedios (si los hay) ceros. El nimero de variaciones V'
se compone de tres partes: el nimero de variaciones v en la seccién

Gy, 01 ..., Gy,

una variacién en la
Ao,y - .. 508,
v el ndimero de variaciones v, en la seccién
Qgy « ..y Qn,
tal que
V = 0 + Vg + 1.
Considérese ahora una nueva ecuacién
! p—
F(z) =zf () —»f(x) =0,
cuyos coeficientes son
(n—Na ; M—1—Na;...;n—a—Nas;...
(n—B8—Nag; ... ; —Aln,
v elijase A tal que

n—a—i>0 ; n—03—%1<0,
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O sea
n—R<A<n—a,

lo que es posible desde que § > «. Teniendo en cuenta que los factores

n—A ;n—1—Xx;...;n0n—a—A],

son positivos, mientras que los factores

n—F—k ;n—f—1—%A;...;0—n—A=—2],
son negativos, en las secciones
m—Na;...;(n —a—2N)a,
y
(n—8—Nag;...;—\aa,

contamos, respectivamente, v, y v, variaciones, pero en la seccién

o

(n—-tz-—k)a,;... ;(n-——B—)\)ag,

no hay variaciones, desde que los términos extremos son los dos del
mismo signo y los intermedios son cero. Asf, en la ecuacién

F(2) = of (&) —1f () = 0,

el nimero de variaciones es v; 4 v, = V — 1. Por el teorema de de Gua
(Parrafo 9) el ndmero de rafces positivas de esta ecuacién no es menor
que 7 — 1. Suponiendo que el teorema es cierto en el caso de V — 1
variaciones, tenemos:

r—1 =V —-1
de donde
r=sV.

Resta por demostrar que la diferencia V — r es un ntimero par. Ep
la sucesién

ag , 01...,(1,,,

sea a, el dltimo término que es distinto de cero. Entonces, si V es par,
a, y ao tienen el mismo signo, y si V es impar, signos opuestos. El poli-
nomio

f(@) =az*+ ... 4+ a,z",

para valores positivos pequefios, tiene el signo de a, y para valores
positivos grandes, el de ao,. Luego, si ao y a, tienen el mismo signo, el
nimero de raices positivas es par, lo mismo que V; y si ao y a, tienen sig-
nos opuestos, el nlimero de tales raices es impar, igual que V. Asf,ry V
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son ambos pares o impares, y su diferencia ¥V — r es un nimero par, que
era lo que faltaba demostrar.

Cambiando z por — z en la ecuacién f (z) = 0 obtenemos otra ecua-
ci6én f (— ) = 0 que evidentemente tiene tantas raices positivas, como
negativas tiene la ecuacién dada. Luego, si r’ es el niimero de raices nega-
tivas de la ecuacién propuesta, y V' el ntumero de variaciones corres—
pondientes a f (— z), entonces:

V=1 2,

donde A’ es un entero no negativo.

La regla de los signos indica el ndimero exacto de raices en dos casos:
V =0y V = 1. En el primer caso, evidentemente r = 0; y en el se-
gundo, la relacién

r+2h=1,

con h entero no negativo, requiere h = 0 y r = 1. Este resultado par-
ticular puede demostrarse independientemente como sigue: Si hay sola~
mente una variacién en la sucesién

Qg , A1,y - .., qn,
puede dividirse en dos partes: la primera
ap , A1 ..., 0p—1,
que consiste de términos, digamos, positivos y nulos; v la segunda
ap= —by ; Gr1= —b1;... ;8= —buy,

comenzando con un término negativo a,, y que consiste de términos
negativos y nulos. El polinomio f(z) puede presentarse asi:

flz) =zt acze—t + ... + Gy ——(ﬁ-%— +—h‘—)]
z gr—etl

La expresién entre corchetes, por ser la diferencia entre una funcién
creciente y otra decreciente, es una funcién creciente que, de un valor
negativo muy grande (para x pequefio y positivo) pasa a un valor posi—
tivo muy grande (para z grande y positivo) y por lo tanto pasa por cero
una sola vez. Luego hay una sola raiz positiva de la ecuaciéon f (z) = 0.

En el caso que V > 1, la regla de Descartes indica sélo un limite
superior del nimero de rafces positivas y negativas, y algunas veces
revela infaliblemente la presencia de rafces imaginarias, como veremos
en los ejemplos.

Ejemplo 1. Sea la ecuacién

f@ =24+22—2—3=0.
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Desde que f (z) y f (— ) presentan ambos una sola variacién, hay una rafs positiva
Yy otra negativa. Las dos restantes son imaginarias.
Ejemplo 2. Considérese la ecuacién
f@) =2t—22+222—32—1 =0,

Para esta ecuacién V = 3, de manera que habrd una o tres rafces positivas. Cambiando
x por —z, en la ecuacién transformada

f(—z)=284+224+2224+32z2—1=0

V' =1, y entonces hay sélo una rafz negativa de la ecuacién dada. El total de rafces
Teales no es mayor que cuatro y, dos rafces por lo menos, son imaginarias. El nme-
T0 exacto de rafces imaginarias puede hallarse en este ejemplo de la siguiente manera:
Multiplicando f (z) por (z + 1)? no cambiamos el ndmero de raices positivas pero

+1)2f@) =28 +227+ 28 —a25—522—5zx—1
presenta una sola variacién. Luego, hay sélo una rafz positiva y cuatro son imaginarias.

Problemas

JCuédntas rafces tienen las siguientes ecuaciones?

l.2b 42t —ot—22—1=0.

2.zt —x242—2 =0. Multipliquese por (z + 2).
3. 28423 —222 42 —2 =0. Multipliquese por (z + 1).
4. 254228 —22 4+ —1=0. Multipliquese por (z + 1).
5.1 —2z +322—423+ 524 =0. Multipliquese por (1 + z)2.
6.1 —22432*—42°+ 52— 625 =0. Multipliquese por (1 + z)
7.1—224+322— ... +2n+ 122" =0.

8.1—2z+4+322— ... —2n22n—1=0.

% 11. Las ecuaciones con raices reales. — La regla de los signos
indica exactamente el nimero de rafces positivas y negativas en el caso
en que todas las raices de la ecuacién sean reales. Como antes, represen-
temos por V y V' el nimero de variaciones en la sucesién de los coefi-
cientes.

Go , Gy , G2, ..., Qn, [1 a]

de f (z), y en la sucesién
Qo , _al»a2)"-;(_1)"an: {20']
correspondientes a (—1)"f(—=z). Entonces, si f(z) es un polinomio

completo, de tal manera que todos los términos de la sucesién [la] sean
distintos de cero, tenemos

V+V =n.
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De hecho, a cada permanencia de [la] corresponde una variacién
en [2a] y viceversa. Luego, V + V' es el nimero de variaciones y perma-
nencias en la sucesién {la], que es n.

Si f (z) no es un polinomio completo, demostraremos que siempre

V+V <n.

Sean

Qg 5 Ga, A3, -y Qu y Ay, [1bI

los términos de la sucesién [la] distintos de cero. Entonces, los térmi-
nos distintos de cero en la sucesién [2a] serdn

o , ("l)uaa ’ (_1)5‘137 sy (—1)“‘(1@, (_1)yav' [2bl

Naturalmente las sucesiones [la] y [2a] presentan V y V' variaciones
respectivamente. Ahora reemplacemos las sucesiones [1b] por

Ao, Aoy ovvy By Gay ooy Ay ooy Guy ooe y Gy Gy, Gy, e, Gy [Lc]

de manera de tener una sucesién completa de n + 1 términos, todos
distintos de cero. Es evidente que el nimero de variaciones en [lc] es
también V. De [l¢] deducimos otra sucesién de n 4+ 1 términos, cam-
biando alternadamente los signos de los términos de [lc]:

@G, —ag, ..., (—D%a, , {(—Letla,, ...
L, (—Déag, ..., (—Vvay, ..., (= Dra,. [2¢]
Sea V' el niimero de variaciones en la sucesién {2¢]. Entonces, por

otra parte
V+V'=mn,

desde que [1¢] es una sucesién completa de n + 1 términos; y ademads,
V' < V'. Esto puede verse fraccionando las sucesiones [2c] y [2b] en
secciones correspondientes como sigue:

@, — Qo ..., (—1)%a. que corresponde a ap, (—1)%a,
(— Dea,, ..., (—1fag que corresponde a (—1)#a,, (— 1)Pag
(— 1wea,, , (—1)va, que corresponde a (— 1)*a,, (— D)a,
y la

(_ 1>vav; ser (_ l)nav,

que no tiene correspondiente en {2b]. Naturalmente que cada seccién
de [2¢] no tiene menos variaciones que la correspondiente de [2b], por
1o que sz deduce que V' = V', y ademds

V +V"sn,
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como deseibamos demostrar. Ahora, si r y ' son los nimeros de rafces
positivas y negativas de la ecuacién f (z) = 0, de grado =n, cuyas rafces
son reales y distintas de cero, tenemos:

r+1 =n.
Por otra parte:
V=r+2h ; V=1 +2¥/,
tal que
V+V =r+7 +2h+ 2k =n+2h + 2k s,
O 8ea
h 4 A

A

0,
que es posible sélo si h = k' = 0, y entonces

r=V ; r=V.

Se ha supuesto que cero no es raiz de la ecuacién, pero es casi evidente
que se mantiene la conclusién ain si hay raices iguales a cero.

Ejemplo. Dado que todas las raices de la ecuacién

f) =26 —152¢ 44023 — 4522+ 242 —5 =0

son reales, encontrar cudntas rafces tiene entre 0 y 2 y entre 2 y 3. En general, para de-
terminar el ndmero de raices ea el intervalo @ < z £ b, es suficiente encontrar el ndmero
de rafces > a y restar éste del ndmero de las rafces > b. El ntimero de rafces > a es el
mismo que el de las raices positivas de la ecuacién transformada obtenida de la ecuacién
original por la sustitucién z = ¢ + y. En nuestro ejemplo haremos las transformaciones
z=2-+yyz=3-y, por la regla de Horner.

2) 1 0 —15 46 —5 24 —5
2 4 —22 36 —18 12
2 —11 18 — 9 6 7
2 8§ —6 24 v -
4 —3 12 15 36
2 12 18 =
6 9 30 75
2 16 50 =
8 25 80
2 20 =
10 45
o =
12
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3) 1 0 —15 40 —45 24 —5
3 9 —18 66 63 261
3 —6 22 21 87 256
3 18 36 174 58 T
6 12 58 195 672
3 27 117 525 —

0 39 175 720
3 36 225 -
12 75 400

3 45 =

15 120

3 =

18

Los ntimeros subrayados, leidos de abajo hacia arriba, representan los coeficientes de
las ecuaciones transformadas. Por ser todos positivos, no hay raices mayores que 2;
luego, el ndmero de raices entre 2 y 3 es cero. Por otra parte, la ecuacién original tiene
cinco variaciones, lo que indica la presencia de cinco raices positivas. Consecuentemente,
entre 0 y 2 hay justamente cinco raices y, siendo el grado de la ecuacién igual a 6, la
sexta es negativa. En efecto:

f@=—1%E+5%

Problemas

Las rafces de las siguientes ecuaciones son reales. Encontrar el ntimero de ellas en los
intervalos especificados.

1.22—9224+6=0; (0;1) y (4;5).

2.5 —0z4+2=0;(0,1)y ;2.

3.2 —272z+5=0; (45).

4. 24— 962+ 722 — 16+ 1 =0; (1;2) y (2;3).
5.0 —532—2z2+1=0; (=3 —1) vy (0;1).

6. 25 — 1023 + 6z +1=0; (0;1) y (—1;0).

7. Demostrar que una ecuacién ticne raices imaginarias si faltan términos entre dos
del mismo signo, o faltan mds de dos términos entre dos de signos opuestos.

* 8. Una ecuacién tiene raices imaginarias si tres coeficientes consecutivos estin en
progresién geométrica.

*9, Una ccuacién tiene raices imaginarias si los coeficientes de cuatro términos con-
secutivos estdn en progresién aritmética. Multipliquese por (z — 1)~

*10. Demostrar que la ecuacién
a4+t (@ Fab+b)2m 24 (@ +a b+ =0

no puede tener mds que una raiz real, supuestos a y b reales. Multipliquese por (z — @)

(x —b).
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12. Un método completo de separacion de raices. — Aun cuando
el teorema de Rolle y la regla de los signos pueden a menudo ayudar
a separar las raices de una ecuacién no proporcionan de por si una
solucién completa y exhaustiva de este importante problema. La apli-
cacién del teorema de Rolle con este propésito requiere el conocimiento
de las raices reales de la derivada que la mayoria de las veces no se
posee. La regla de los signos es, quizé, un enunciado débil, y aplicado
a una ecuacién en la que la naturaleza de sus raices no se conoce, no
da el nimero exacto de rajces positivas (o negativas), excepto cuando el
nimero de variaciones es cero o uno. Pero cuando se combiran estos
dos casos particulares con un notahle teorema publicado por Vincent
en 1863 y seguido por Fourier, proporcionan el método mis eficiente,
no sélo para determinar el nimero exacto de raices positivas y negativas,
sino también para efectuar su separacién en el caso en que la ecuacién
propuesta no tenga rafces multiples. Hemos visto (Capitulo I1I, P4rra-
fo 6) que la solucién de las ecuaciones con raices multiples puede redu-
cirse a la solucién de ciertas ecuaciones con raices simples. Por lo tanto,
no es una limitacién esencial el suponer que la ecuacién propuesta no
tiene rajces multiples.

El teorema de Vincent puede enunciarse de la manera sigaiente:
Sea a, b, ¢, ... una sucesién arbitraria de enteros positivos. Transfor-
mando una ecuacién sin rafces multiples mediante una serie de sucesivas
sustituciones

1 1
z=a+— ; y=b+— ; z=c+ —; etec.,
Y 2 i
luego de un cierto ndmero de estas transformaciones, e independientemente
de la eleccion de los enteros a, b, ¢, ..., llegamos a una ecuacién transfor-
mada con no mds de una variacion.

La demostracion se encontrard en el Apéndice I1. La idea del método,
que serd ilustrada en seguida con varios ejemplos, es muy simple. Para
encontrar el nimero exacto de raices positivas (y nos podemos concretar
s6lo a este caso) notaremos que las rafces positivas pueden ser > 16
< 1 excluyendo el caso en que 1 es raiz. Las rajces positivas > 1 pueden
escribirse en la forma x = 1 4+ y con y > 0, mientras que para aquellas

< 1,serd x = T donde es también y > 0. Por lo tanto, la ecuacién
Yy
propuesta se transformari mediante las sustituciones z =14y ¥y
z = T y estas transformaciones pueden realizarse muy conve-
Y

nientemente, utilizando s6lo sumas, como se vers en los ejemplos. Si
la ecuacién transformada no tiene variaciones o tiene sélo una, el pro-
blema estd resuelto; pues por ejemplo, si la ecuacién obtenida por la
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transformaciéon © = 1 + y no tiene variaciones, esto significa que la
ecuacién original no tiene raices > 1; y la presencia de una sola varia-
ci6n en la ecuacidn transformada indica sélo una raiz > 1 en la ecuacion
propuesta. Una conclusién similar es cierta para la ecuacién resultante
1
1+y
Si una o ambas ecuaciones transformadas tienen mas de una varia-
cién, las transformamos nuevamente por las sustituciones y = 1 4 2,
1
R
diante sustituciones del mismo tipo hasta que las ecuaciones obtenidas
por este proceso no tengan mis de una variacién. Esto ocurrird nece-
sariamente después de un nimero finito de pasos, pues las transfor-

de la transformacién =

Yy = y si es necesario continuamos las transformaciones me-

maciones de la forma 2 =1-+y; y =1 4+ 2, ... seguidas por otras
1 .
de la forma v = 1—;— son equivalentes a dos transformaciones: una
w

del tipo

1

r=a + —,
Y

donde a es un entero positivo, seguida por otra del tipo y = 1 + 2.
Se deduce de esta observacién que cualquier ecuacién transformada
se obtiene de la propuesta por una seric de transformaciones

1 1 1 1
r=a+— ; y=b+—,; ... 5u=>l+— ; v=—,
Y 2 v w
o por las
1 1 1 1 1
T=— ; y=a+— ; z2=b+—; ... u=l+— ; v=—,
y z t v w
siendo a, b, ..., 1 enteros positivos. El segundo caso no difiere del pri-

mero puesto que el ntimero de variaciones no se altera por la sustitucién

z = — . Por ¢l tcorema de Vincent, un numero suficiente de transfor-
Y
maciones
1 1 1
r=a+— ; y=b+—; ... ;u=1+—,
y 2 v

conduce a una ecuacién con no mis de una variacién, y una transfor-

macién adicional del tipo ¢ = — no cambia el nimero de dichas varia-
w

ciones. Asi, es cierto que el proceso antes descripto llevard a ecuaciones

con no més de una variacién. Estas consideraciones generales se com-

prenderan mejor por medio de ejemplos a los que pasamos ahora.
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Ejemplo 1. Separar las raices de la ecuacién
2—Tz+7=0

Examinemos primero las raices positivas. Si 1 no es rafz, las positivas ser4n mayores:

o menores que l.
1
1+y

con y positivo. Luego, para encontrar el ndmero de rafces positivas > 1 transformamos.
1a ecuacién por la sustitucién z = 1 4 y y buscamos el ntmero de rafces positivas de la.
ecuacién transformada. Solamente se requieren sumas para efectuar esta transformacién..
En nuestro ejemplo las operaciones necesarias son las que siguen:

Las rafces positivas > 1son dela formaz =1 +yylas <1 delaforma z =

i 0 —7 7
1 1 —6 1
1 2 4
1 3 -
. -

asf que la ecuacién transformada es
¥+3y—4y+1=0
v el nimero de sus rafces positivas puede ser cero o dos. Para efectuar la transformaciém

1
1+y

1
hacemos dos pasos. Primero se reemplaza x por — , lo que lleva a
z
728—72*+1=0.

El efecto de esta transformaci6én preliminar es de invertir el orden de los coeficientes..
Luego, hacemos z = 1 en la nueva ecuacién y realizamos las operaciones como se indica::

7 =7 0 1
7 0 0 1
7 707 °
7 14

7 -

La ecuacién final transformada es
7Ty +14y24+7y+1=0.

En lugar de invertir primero el orden de los coeficientes y luego hacer la sustitucién
z =1 4+ y, podemos proceder directamente, comenzando las sumas desde la derecha.
y siguiendo un orden ascendente, como se indica a continuacién:

7

14 7

T 7 7
10 o 7
1 0 —7 7
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Los ndmeros subrayados, leidos en orden descendente, proporcionan los coeficientes
7;14;7; 1 de la ecuacidn transformada, por medio de la sustitucién

Ambas transformaciones 2 =1+y y z = T pueden practicarse en el mismo
Y

esquema con disposiciéon en forma de paralelogramo de nidmeros, como se muestra a
continuacién:

(Léase descendentemente) 7
14 7
o7 7
1 90 0o 7
i 0 -7 7
11 —6 1
1 2 —4
1 3
1 "(Léase ascendentemente).

Desde que la ccuacién
Ty 14247y +1=0,

no tiene variaciones, no tiene raices positivas; luego, la ecuacién propuesta no ticne
rafces de la forma
1

1+vy

con y > 0, es decir, no tiene rafces enteras entre 0 y 1. Pero la ecuacién
P4+3yr—4y+1=0

resultante de la sustitucién z = 1 -+ v, tiene dos variaciones y la tenemos que tratar ain

mediante las dos sustituciones:
1

1 +2

y=14+2z e y=

Los caleulos necesarios se muestran en el csquema en forma de paralelogramo:

(Léase descendentemente) 1
—2 1
—2 2 1
1 0 —3 1
1 3 —4 1
1 4 o 1
1 s 5
1 0
1 - (Léase ascendentemente)

La ecuacién resultante de la sustitucién y = 1 + 2

S+62+5z+1=0
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no tiene variaciones ni raices positivas, pero la ecuacién resultante de la sustitucién

= , a saber:
¥ 1+2z

B—g2—22z4+1=0

tiene adn dos variaciones y debe someterse todavia a las transformaciones

1
=14ty 2= T
Los célculos necesarios son:
(Léase descendentemente) 1
1 1
—2 0 1
-1 -2 0
1 —1 —2 1
1 0 —2 _——_1
1 1 =1
1 2
1 B (Léase ascendentemente)

de modo que las ecuaciones transformadas son

422 —t—1=0 y #4+t2—2t—1=0

y tienen ambas una sola variacién y, por ende, una sola rafz positiva. La primera ecuacién
resulta de la original por las transformaciones

1
z=1 ; = ; z2=141t,
+y y T+s =+
que pueden resumirse en una:
z =1 .
+ 24t
Las sustituciones que llevan a la segunda:
1+ 1 1
T = 5 = Lz = R
voorTTYY o 1+¢
también se resumen en una:
1
z =1
+ . 1
1+4¢

Teniendo cada una de las ecuaciones transformadas una sola variacién, hay dos rafces
positivas para la ecuacién propuesta y los intervalos en los cuales quedan estas rafces
se obtienen tomando en las férmulas que dan z, los valores ¢t = 0y ¢t = =. Asf encontra-

mos dos intervalos
g2 3,
y 9 y 9 ) 2

cada uno de los cuales contiene una rafz de

»—T72z+7=0.
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Las sustituciones sucesivas que sirven para pasar de z a {, s¢ ven inmediatamente si
los resultados de las transformaciones aplicadas se disponen en un esquema que se parece
a un 4arbol genealégico:

z =1+ x=1++y

[ !
T 14 7 1 1 3 —1 1

(sin var.) (2 var.)
y =042 vy=1+z
J ]

1 —1 —2 1 1 6 5 1
(2 var.) (sin var.)
=040 | =1+t
| |
11 —2 —1 12 —1 —1
(1 var.) (1 var.)

A este esquema lo llamaremos de aqui en adelante, < drbol genealégico », para abreviar.
Para encontrar el nidmero de raices negativas es suficiente sustituir z por — z; habrd
tantas raices ncgativas como positivas tenga la ecaacién transformada. En nuestro ejem-
plo, esta transformada

2 —Tzx—7=0

tiene una variacién y, en consecuencia, una rafz positiva que, poniendo z =1,2,3 ...y
observando el signo de los resultados, se descubre que cst4d contenida entre 3 y 4. Luegos
la ecuacién propuesta tiene una rafz negativa en el intervalo (—4; — 3).

Ejemplo 2. Separar las rafces de la ecuacién
2 —428 41227 —242 424 =0.

La ecuacién obtenida reemplazando z por — z no tiene variaciones; luego, la ecuacién
propuesta no tiene rafces negativas. Desde que tieae cuatro variaciones, es necesario co-
menzar su 4rbol genealégico haciendo las dos transformaciones:

1
=14y vy z= :
1+y
Los cdlculos necesarios son como sigue:

9 8 12 0 24

1 —4 12 24 24

1 =3 9 —15 9

1 —2 7 — 8

1 -1 6

1 0

1

(Léase ascendentemente)
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No fué necesario continuar el esquema ascendente, desde que el primer renglén no
tiene variaciones, y los coeficientes de la ecuacién transformada serfan del mismo
signo. Como la sucesi6n

1, 0, 6, —8, 9

tiene dos variaciones, se repite el mismo proceso:

bt et | et | QO
IR RS IS |
© NP>~
fooj | ©

1
—8
—1

8

Ahora ya es indtil continuar hacia arriba o hacia abajo, desde que en ambos casos
es evidente que no habrd variaciones. El 4rbol genealégico es, por lo tanto:

1 —4 12 —24 24

z={1+y»7 | z2=1+y

f |
{sin var.) 1 0 6 —8 9

y=Q0+27" | y=1+z
[ ]

(sin var.) (sin var.)

Esto significa que, transformando la ecuacién dada por cualquiera de las sustituciones

1 1
s ox =2 z ; z=1 ,
14y - T

T =

llegamos a ecuaciones sin variaciones y, por lo tanto, sin raices positivas. Luego, la
ecuacién propuesta no tiene raices reales.

Ejemplo 3. Separar las rafces de la ecuacién
6+ 25—zt —af 42 —2 41 =0,
Examinamos primero las raices positivas. Como la ecuacién tiene cuatro variacio-

nes, comenzaremos a construir el 4rbol genealégico como explicamos en los dos ejem-
plos precedentes:

1 1 2 2 1 1
1 0 — 0 1 0 1
1 1 -1 -1 1 -1 1
1 2 —1 0 1 o 1
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Sin continuar, vemos que el 4rbol genealégico es:
1 1 -1 -1 1 -1 1
r=(1+y™ z=1+y
] !

(sin var.) (sin var.)

Luego, no hay rafces positivas. Para investigar las rafces negativas, sustituimos =
por —z. La ecuacién resultante:

gb—zh—att it 241 =0

tiene dos variaciones y, por lo tanto, continuamos como antes:

3 2 3 4 3 2 1
1 —1 —1 1 1 1 1
1 -1 0 1 2 3
1 1 0 0 1 3

y sacamos en conclusién que ninguna de las ecuaciones tiene raices positivas, de donde
se sigue que la ecuaciép propuesta no tiene raices negativas. Asf, las seis raices son ima-
ginarias.
Ejemplo 4. Separar las raices de la ecuacién
67 —528 +4a5 —32t —2224+1=0

1. Investigacién de las raices positivas. Teniendo cuatro variaciones, comenzamos.
con las transformaciones usuales:

1
701

19 6 1

25 13 5 1

2 12 8 4 1

—4 0 4 4 3 1

=9 —4 —4 0 1 2 1
1 —5 0 —4 —1 —1 1 1
6 —b 4 —3 —2 0 1
6 1 5 2 2 0 o 1

Luego, las mismas transformaciones se aplican a la ecuacién cuyos coeficientes son,
1, 7, 19, 25, 12, —4, —9, 1:
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1

-2 1

—37 3 1

—108 —34 -4 1

=12 —74 —30 —5 1

12 — 38 —44 —25 —6 1

101 50 6 —19 —19 —7 1

52 51 44 25 0 —12 —8 1

1 7 19 25 12 —4 —9 1

1 8 27 52 64 60 51 52

El mismo proceso se repite nuevamente *

—093 —94 —92 — 55 53 165 153 52
1 -— 2 —37 —108 112 12 101 52
1 —1 —38 —l46 —258 —246 —145 —93

Puesto que en cada uno de los renglones tenemos una variacién, es inidtil continuar
pues puede verse ficilmente que las ecuaciones transformadas tendrdn una variacién.
El 4rbol genealégico es el siguiente:

6 —5 4 —3 0 —2 01
=04yt | z=1+y

i 1
1 7 19 25 12 —4 —9 1 (sin var.)
(2 var.)

y=0+27 | y=1+4z

| 1
1 —2 —37 —108 —112 12 101 53 (sin var.)

\ (2 var.)

z =1+ l z2=14+1

| |
(1 var.) (1 var.)

Luego, por las transformaciones

1+

1+t

la ecuacién propuesta se transforma en ecuaciones con una variacién y una rafz positiva.
Los intervalos para las correspondientes rafces z se obtienen tomando t =0y ¢ =

y son
2 12
3 Y23
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2. Investigacién de rafces negativas. Cuando se reemplaza x por — z, la ecuacién
transformada

627 +525+ 428 4+3x44222—1=0
tiene una variacién y una rafz positiva, lo que indica una rafz negativa de la ecuacién
propuesta. Esta tiene tres raices reales ubicadas en los intervalos:

@y ) ?7?) ’ '3—;

y las cuatro restantes son imaginarias.

El ndmero de operaciones que se requieren para separar las rafces por este método
depende de lo cercanas que estdn las rafces y naturalmente serd grande si las hay con
pequeias difereacias entre ellas. Las raices grandes, digamos > 10, se considerardn « cer-

cca> de = y la separaciéon podri abreviarse usando sustituciones del tipo

r=100+y ; 7= 10
1+y
o bien
x=100( +y) ; x= 100 ; ete.
L +y
Problemas
Separar las rafces de las siguientes ecuaciones:
1. 228 —3x2+4zx—1 =0. 2. 62— 102+ 52+ 3 =0.
3.2 —92"4202z4+ 1 =0. 4. ¥+ 112> —1022 4 181 = 0.
5.2 —622 42— 102 +2=0. 6. 2t —203+322—Ta2+1=0.
7.2t —a3+322—224+1=0. 8.0t 406 —722—42+8=0.
9, '+ 62+ s —4ar—2 =0. 10, ¢+ 1022 42325+ 6x—2 =0.
11, 25 —3zxt—6a° —2x24 2 =0. ‘12.21577-1314—1}—13-*21724-1—1=O.
13, o8 + 2t — 203 —222 4 1 =0, 14. 325 — 7t 4+ 23+ 22 —T72x+5 =0,

15, 8 —4 24+ 923 —T72°4+32x—3 =0.

16. 226 32t — T3 —522+ 82— 7 = 0.

17, 26 — 6 25 4 30 2 — 120 2% 4 360 2> — 720 & 4- 720 = 0.
18, 28 — 8 4224 —a? 22— 1 4+ 3 =

19, 27 — 25— 82+ 3 =0.

20, 27 —3 28+ 5254+ 62 —8x 4+ 1 =0.

21, 228 — 32T + 60 —2x2 4+ 2 —1 =0.

22, 28— 32T + 28 —ad +328—222+3 =0.



CAPITULO VI

TEOREMA DE STURM

1. Polinomios de Sturm. — Otro método para efectuar la separaciéon
de raices reales se basa en un importante teorema demostrado por C.
Sturm (1803-1855) y publicado por él en 1829. Nos permite hallar el
ntdmero exacto de raices reales contenidas entre dos ndmeros dados,
para las ecuaciones sin raices multiples. Sea V' = 0 una ecuacién sin
raices multiples, de modo que el polinomio V no tiene factores repetidos.
Partiendo de V es posible, y de muchas maneras, hallar una sucesién
de polinomios

Vi Vi; Voo, Vs, [1]

que en un intervalo dado (a;b), siendo ¢ menor que b, posea las cuatro
propiedades siguientes:

1. Cuando z crece de a a b y pasa por una raiz dela ecuacién V =0,

el cociente L cambia de signo — a .
1 .

9. Dos términos consecutivos de la sucesién [1] no se anulan para
el mismo valor de z en el intervalo (a;b).

3. Si para un valor de z en este intervalo, un término V., (¢ = 1, 2,...
..., s —1) se anula, los términos V-1 y Vis1 para el mismo valor de
T tienen signos opuestos.

4. Fl dltimo término V, no se anula en el intervalo (a;b) v, por lo
tanto, su signo permanece constante al crecer z de a a b.

Cualquier sucesién de polinomios que satisfaga estas cuatro condi-
ciones se llama sucesién de Sturm relativa al intervalo (a; ).

2. Un método para hallar una sucesion de Sturm. — Una manera
de hallar una sucesién de Sturm relativa al intervalo (— =; «), v,
en consecuencia, relativa también a cualquier otro intervalo, es la
siguiente: Como segundo término V. de la sucesién de Sturm podemos
tomar siempre la derivada V' de V o dicha derivada multiplicada por
una constante positiva cualquiera. De esta manera, la condicién 1 queda
satisfecha. Los otros términos Vs, Vs, ... se determinan por un proceso
uniforme, en esencia el mismo que sirve para hallar el mdximo comun

155
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divisor de V' y V1. El primer paso de este proceso consiste en dividir
V por V; hasta obtener un resto de grado menor que V;. Este resto,
con los signos de sus coeficientes cambiados, se toma como Vs, de modo
que:

V = V1 Q1 - Vz,
siendo @ el cociente. Si Vi no es una constante numérica, el segundo

paso consiste en dividir V; por V, hasta obtener un resto de grado menor
que Vs; este resto con signe cambiado se toma como V; de modo que:

V1= V2Q2_V3,

¥y si V3 no es constante, se continda con el mismo procedimiento. En la
sucesién de polinomios asi obtenida:

Ve, Vsy - ..

tendremos necesariamente un polinomio V, que es una constante dis-
tinta de cero, puesto que el polinomio V no tiene factores repetidos y,
por lo tanto, ¥V y V' no pueden tener divisores que no sean constantes.
Es fécil ver ahora que la sucesién

V, Vi, Vo, ..., Vy

es una sucesién de Sturm. La primera propiedad queda asegurada al
elegir V; = V’. Para comprobar que se cumple la segunda propiedad,
notamos que, en general:

V:’—-l = Vi Qi —_ V,'+1 .
Suponiendo ahora que para un valor real z = §
Vi()) =0 ; Vipa(8) =0,

gerd también V,_; (&) = 0; en la misma forma, V5 (§) =0 y asf si-
guiendo serd finalmente: V(&) = V'(§) =0 y V (&) = 0. Pero esto
es imposible puesto que implicaria que £ fuera una raiz maultiple de V.
Ahora, si para = = &

Vi(§) =0,

entonces
Vi1 (§) = — Vi1 (8,
lo cual prueba que los nimeros

Vie1 (8) vy Vigi (9),

son distintos de cero y tienen signo contrario, de modo que también
se cumple la tercera propiedad. Finalmente, la cuarta propiedad se
cumple porque V, es una constante distinta de cero.
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Teéricamente, por lo tanto, es siempre posible hallar al menos una
sucesién de Sturm relativa a un intervalo cualquiera, aunque en un
caso dado, y especialmente cuando el grado de V es algo elevado, los
cdlculos pueden dar nimeros grandes. Para evitar la aparicién de frac-
ciones conviene tener presente que, multiplicando los miembros de
una sucesién de Sturm por factores positivos arbitrarios, obtenemos
otra sucesién de Sturm. La introduccién de factores positivos apro-
piados para eliminar fracciones-puede hacerse durante la divisién multi-
plicando los coeficientes de cada resto parcial por factores positivos
apropiados. El efecto de estas operaciones sobre el resto final essimple-
mente que éste resulte multiplicado por un factor positivo. Si al hallar
la sucesién de Sturm se llega a un término, V., por ejemplo, que no tiene
rajces reales, o las tiene, pero fuera del intervalo (a; b) al que nos refe-
rimos, podemos finalizar la sucesién con V., puesto que los términos de
la sucesién truncada

Vi, Vi; Voy .ot 3V,

relativa al intervalo (a;b) cumplen todas las propiedades 1, 2, 3 y 4.
Tal simplificacién ocurre, por ejemplo, cuando V., es de segundo grado
y tiene rafces imaginarias, circunstancia que puede verificarse casi
siempre a simple vista.

Ejemplo 1. Sea

V=a3—T7z+7

I

Sera
Vi=V =322—1

¥ para continuar tenemos que dividir V por V; pero, para evitar las fracciones, es conve~
niente multiplicar V por 3 y efectuar la divisién asf:

3 0 —21 21 3 0 —7
3 0 —7 1
—14 21

Por consiguiente, €l resto es: — 14 2 + 21. Cambiando el signo y suprimiendo el factor
comin positivo 7, podemos tomar:

Ve=22z—3.

Dividimos ahora 3 12 — 7 por 2z — 3 en la forma indicada:

Multiplicamos por 2: 3 0 —7 2 -3
6 0 —14 | 3 9
6 —9
Multiplicamos por 2: 9 —14
18 —28
18  —27
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Cambiando el signo del resto, tomamos
Vi = +1,
Y asi tenemos la sucesién de Sturm para la ecuacién V = 0

V =8 —Tz+7

V1=3I2—7
V3=2.’E“‘3
Vs =1.

Noétese que los nlimeros escritos en lugar de los coeficientes del cociente, difieren de
ellos. Pero esto no tiene importancia, puesto que sélo nos interesan los restos o éstos
multiplicados por factores positivos.

Ejemplo 2. Sea
V=xt—6z4+22—1.

Podemos tomar:

1
Vie V' =22 —92 + .

Z

Se halla V, en la forma antedicha

12 2 0 —2 2 —9 1 0

— 9 0 1 —3
Multiplicamos por 2: — 3 1 0 —2 1

— 6 2 0 —4

— 6 27 -3 0

—25 3 —4 !

Por lo tanto -
Vy =252*—3z + 4.

Por ser imaginarias las raices de este polinomio, no es necesario continuar, de modo que
en este ejemplo la sucesién de Sturm consta de tres términos:

V =2t—628+22—1
Vi=2x—92*+2z
Ve =252>—32 + 4.

I

Ejemplo 3. Sea
17

25— 102t + 1548 — 2 + 32— 7.
Tomamos:
Vi=V =5z—402% + 452> — 2z + 3,

y buscamos V; en la forma antedicha:

5 ~—50 75 —b5 15 —35 | 5 —40 45 —2 3
5 —40 45 —2 3 1 —2

—~10 30 —3 12 —35 |

—10 80 —90 4 —6

—50 87 8 —29
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por lo tanto
Ve = 50 28 — 87 2> — 8z 4 29.

Antes de continuar con la divisién siguiente, se multiplican todos los coeficientes de
V. por 10:

50 —400 - 450 — 20 30 | 5 —87 —8 29
50 — 87 — 8 29 1 —313
Multiplicamos por 50: — 313 458 — 49 30

—15650 22000 —2450 1500
-15650 27231 2504 —9077

—4331 —4954 10577

por lo tanto
Vs = 4331 z* + 4954 x — 10577.

Las raices de este polinomio son reales y en consecuencia, es necesario continuar;
pero como los nimeros se hacen muy grandes (por haber multiplicado V. por 200), es pre-
ferible hallar los coeficientes del resto en forma aproximada, manteniendo cuatro deci-
males en los coeficientes del cociente. El cdleulo completo, hecho con ayuda de una m4-
quina de caleular, es el siguiente:

10000 —17400 — 1600 5800 4331 4954 —10577
10000 11438 —24421 2,3089 —35,6585
—28838 22821 5800

—28838 —32086 70427
55807 —64627,

por lo tanto serd, aproximadamente:

V4 = —5580,7 x 4 6462,7.

Finalmente, se divide V; por V4 también aproximadamente

4331 4954  —10577 —b5580,7 6462,7
4331 —5016 —  0,7761 —1,7865
9970 —10577
9970 —11546
-+969 ,

de donde se deduce que V5 es una constante negativa, de modo que podemos tomar
Vs = — 1. La sucesi6én de Sturm es:

V =25— 10zt + 1523 —22+32—7,
Vi=5zt—4023 +4522—2z + 3,
Ve =5028 —872*—8x + 29,

Vs = 4331 22 - 4954 = — 10577,

V.= —>5580,7 z 4+ 6462,7,

Ve =—1.
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La aparicién de ndmeros muy grandes al formar una sucesién de Sturm es una des-
ventaja prictica del método de Sturm para la separacién de raices; pero este inconve-
niente puede evitarse recurriendo a las aproximaciones, como en el ejemplo anterior,
puesto que s6lo nos interesan los signos de las funciones de Sturm para algunos valores
particulares de z y bastan para este prop6sito aun coeficientes con poca aproximacién.

3. Teorema de Sturm. — Supongamos que
V, Vi, Vo, .., Vs,

es una sucesién de polinomios de Sturm relativa a un intervalo dado
{a;b). Sea & un ntimero perteneciente a (a; b) y supongamos que se susti-
tuye r = & en todas las funciones de Sturm. Obtenemos los ntimeros

V@, Vi 9, Va(§), ..., Vs(®),

el dltimo de los cuales es distinto de cero. Supongamos también que el
primero, V (§), no es nulo y nos despreocupamos de los valores inter-
medios, que puedan ser iguales a cero. Reemplazando los restantes por
los signos + 6 — segn sean positivos o negativos, obtenemos una su-
cesién de signos + 6 — en la cual contamos el nimero de variaciones.
Este nimero de variaciones » (&) se llama nidmero de variaciones en
la sucesién de Sturm para z = £ y puede considerarse como una funcién
de & definida para todos los valores de £ en el intervalo (a;b), excep-
tuadas las raices de la ecuacién ¥V = 0 que pueden encontrarse en ese
intervalo. Luego de estas explicaciones preliminares el famoso teorema
2 que nos referimos puede ser enunciado de la siguiente manera:
Teorema de Sturm: Suponiendo que ni a ni b sean rafces de la ecuacion
V (x) = 0, el ntumero de ellas contenidas entre a y b es igual a la diferencia

U(a) —U(b)’

0 bien al ndumero de variaciones perdidas por la sucesion de Sturm cuando
x pasa de a a b.

DeMosTrRACION: Podemos suponer por ahora que ninguno de los nu-
meros

Viay, Vi@, ..., Ve (a)
Vo), Vi), ..., Ve (),
sea’ cero. Sean
G < <ez3 < ... < Cp,

las raices reales de todas las ecuaciones
V) =0 ; Vi@ =0;...;Vea(z) =0,

que se encuentran en el intervalo (a;b), ordenadas de acuerdo a su
magnitud, de modo que ¢i: >a y ¢, <b. Entre c; ¥y ¢25 ¢ y €35... ;
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¢m—1 Y ¢m elijamos arbitrariamente los ndmeros &, &, ..., En—1 de
modo que:

61<51<Cz<52<03<... <cm_1~<§m_1<cm.

Podemos escribir, entonces:

v(@) —v(®) =@ —vE)]+ &) —v(@)]+ ... +
+ [o (§nm) —v (b)]

0, mis brevemente:

v(a) —v(b)

n

Y () —v @),

t=1

tomando para uniformar, £ = a, &m = b. Nétese que entre &1 y E;
hay sélo uno de los nimeros ¢, ¢, ..., a saber, ¢, de modo que:

Eiy <6 < &

FEste nimero c; es una rafz de una o mds de una, de las funciones
V (z), Vi(x), ..., Vs—1(z). Supongamos primero que no es una rafz
de la primera de ellas, V (z), pero lo es de

Va(x)v Vﬂ(x) y o+t Vx(x)y V)\(x)’

donde, por la segunda propiedad de la sucesién de Sturm: § > « 4 1;
+>B8+1;...x>k+ 1y A <s por la cuarta propiedad. Para com-
parar v (E.~1) ¥ v (&) la totalidad de los polinomios de Sturm se divide
de la siguiente manera:

vV, Vi, coe Ve, Ve, Ve
Va+1, ‘Va+2 y ey VB—‘I) Vﬂ’ V5+1
Vx+1a Vx+2 gy vy V'A—lx VK: VX+1
V)\+1, ceey Vs
Los términos V, Vi, ..., Ve—1, no teniendo raices en el intervalo

(Ei_y, &), tienen el mismo signo para z = §;—1 y = §. Por esta razén,
el nimero de variaciones en las sucesiones

V&), Vi), ..., Va1 (&)
Vv (Et) ’ Vi (Et) y re Va—-l (Ez) ’

es el mismo; llamémosle A. En cuanto a

Ver (@), Va(@), Vat1(2),
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tienen una variacién para z = &, y una para = = 5. En efecto, los
signos de

Va1 (§ic1)y, Vaeo1(ci), Ve (&),
son los mismos. En la misma forma:
Ver1(8) , Vapr(cd , Va1 (8D,

tienen el mismo signo, pero V,_1(c;) y Va.t+1(c:) tienen signos opuestos
por la tercera propiedad, puesto que V,(c;) = 0. Sea, por ejemplo,
+ el signo de V,—1(ci) y — el de V,+1(cs). Quedan entonces, sélo las
siguientes posibilidades con respecto a los signos de

Va1 (Giz1) , Vellimn) , Ver1 (&)
+ -+ —
+ _— _—

que en ambos casos, da una sola variacién. En la misma forma, los
signos de

V1 (8) , Va(&) , Va1 (&),
s6lo pueden ser los siguientes:
- + -
+ . .

lo que también nos da una sola variacién. Luego, la primera seccién
presenta, tanto para z = §;,_1 como para z = &, el mismo ndmero de
variaciones 4 + 1. Lo que se comprobd para la primera seccién es igual-
mente aplicable a las otras secciones; en consecuencia, se llega a que:

0 (&i—r) —v(8) =0,

si es V (¢;) = 0.
Supongamos ahora que V (¢;) = 0. Igual que antes puede probarse
que para * = 51y x = &; la sucesién

V1($) 5 T/Q<I), ey Vs(x),

presenta el mismo namero de variaciones, puesto que Vi (c;) = 0. En
cuanto a la seceién
V), Vi(@),

tiene por la misma propiedad, una variacién para z = £, y ninguna
variacién para ¢ = & y por lo tanto, si ¢; es una raiz de la ecuacion
Vi) =0

v (&i-1) —v (&) = 1.

La suma

m

Z [v (&) —v (8],

1=1
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consta de tantos términos iguales a 1 como raices tenga la ecuacién
V(z) = 0 entre a y b, siendo los demés términos iguales a czro. Pero
esta suma es:

v(a) —v(b),

con lo que queda demostrado el teorema en el caso en que ningin término
de la sucesién de Sturm se anule para z = a o z = b. Queda por eli-
minar esta restriceién suponiendo, sin embargo, que V (a) = 0, V (b) = 0.
Para un ¢ positivo suficientemente pequefio, el nimero de raices de
V (z) = 0 entre a y b es el mismo que el nimero de raices entre a + ¢
y b — ¢, y puesto que ningdn término de la sucesidn de Sturm se anula
para r = a + ¢ o para ¥ = b — ¢, el nimero pedido de raices es:

via + ¢) —v(b—¢).

Supongamos ahora que V,(a) = 0; contando entonces el nimero de
variaciones en la seccién

Vem1(a) , Val(a) , Vapi1(a),

nos despreocupamos del término intermedio 0; siendo los términos de
los extremos de signos opuestos, sélo se hallard una variacién. De la mis-
ma manera, cualquiera sea el signo de V,(a + <), la seccién

Va~1(a+ 8) ’ Va(a + 5) ; Va+1(a+ e);

presenta una sola variacién, y de estas observaciones se desprende que
v (@) =v (a-+2); cn la misma forma puede probarse que v (b) = v (b—¢).
Por consiguiente, el nimero de raices de V contenidas entre a y b es-
t4 dado siempre por

v(a) —v(b),

siempre que a y b no se encuentren entre las rafces.

4. Ejemplos. — Unos pocos ejemplos bastarin para mostrar cémo
puede usarse el teorema de Sturm para la separacién de raices.

Ejemplo 1. Separar las raices de la ecuacién
V=o3—Tz+4+7=0.
Las funciones de Sturm son, en este caso:
V =28—72+7,
Vi=322—T7,
Ve=2z-—3,
Vs =1.
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Sustituyendo z por los enteros 0, 1, 2,... y —1, —2,... formamos la siguiente
tabla de los signos de los polinomios de Sturm:

z 14 V1 Ve Vs

2 + + + VY varia .
1 + _ - + variaciones perdidas
o + — — +

—2 + + — +

—3 + + - + } 1 variacién perdida

— - + — + ?

Se ve a simple vista que hay una rafz entre —4 y — 3 y dos rafces entre 1 y 2. Para
separarlas, el intervalo (1;2) debe ser subdividido intercalando algin ndmero inter-

. . 3 .
medio, por ejemplo ra Los signos que corresponden a z = 1; 5 ; 2 son

z 14 Vi l Va2 ‘ Vs

2 + -+ —+ + 0 var.
3/2 - — 0 + 1 var.
1 + — — -+ 2 var.

3 3
Por consiguiente, hay una rafz entre 1 y 5 y una rafz entre 5 y 2. Las raices es-

t4n ahora separadas y se encuentran en los intervalos

(_4. 3 . 1.3 . 3.2
:—) ] 7—2‘ H —‘):, .

Ejemplo 2. Separar las rafces de la ecuacién
V=xt—622+22—1=0.
En este caso los polinomios de Sturm son
14 =z4—6x£‘+12—1,
Vi=22—922+ 1z,
Ve=2522—32z + 4,

y la tabla siguiente da sus signos para varios valores de z:

T 14 Vi Va
6 + + + 1,
5 _ + + var.
0 — 0 + 1
-1 + . + var.
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Observando los signos vemos que hay una rafz entre 5 y 6 y una rafz entre —1y 0.
Las otras dos rafces son imaginarias.

Ejemplo 3. Para demostrar=que una eleccién adecuada de los polinomios de Sturm
puede facilitar la investigacién de la naturaleza de las rafces, consideremos la ecuacién:

1 1) ... —
j=1+%x+a(a+)xz+ +a(a+) @a+n l)x

" = 0.
1.2 1.2...n

Derivando y multiplicando por 1 —z, obtenemos:

U —2)f =af— a(a+1)1.2.. (a;:—n——l) (@tm)an,

La verificacién de esta identidad es directa y no presenta ninguna dificultad. Si to-
mamos ahora
aa+1)...a+n—1)

V=f,Vi=f,6Ve=— (@ 4+ n)a™,
1.2...n

y suponemos que @ NO es hi cero ni un entero negativo mayor o igual a — n, puede veri-
ficarse inmediatamente que estos tres polinomios forman una sucesién de Sturm para
cada uno de los intervalos (e; + @) ¥y (— «=; — &), siendo e un ntmero positivo ar-
bitrario tan pequefio como se quiera; y asi podremos hallar exactamente el ndmero de
rafces positivas o negativas de la ecuacién propuesta mediante el teorema de Sturm.
Supongamos primero que @ es un ndmero positivo o un ndmero negativo < —n. Sus-

tituyendo z = ;=4 @ yr =— ®;z=—¢eYy suponiendo que n es par, tenemos:
a>0 a<—mn
z vV 18! V2 z \ 14 ‘ V1 V2
+e | + + - + | + - +
e + + — & + - |7+
—e + + — e + - +
—o |+ - - —ew |+ - +
y puesto que no se pierden variaciones en los intervalos (— ©; —e) y (e + =) la.

ecuacién propuesta sélo tiene rafces imaginarias.
En el caso de que n sea impar los resultados son:

a>0 a<—mn
z 14 V1 V2 z 14 V1 V2
to| + | + | — o | — | = | —
el + |+ | - e |+ | — | -
— |+ |+ | + — o+ | — | +
—e | — |+ |+ —o |+ = |+

Examindndolos vemos que en el caso de que sea a > 0 sélo se pierde una variaci6n
en el intervalo (— «; — ¢), lo que indica que hay una rafz real negativa, mientras que
si @ < —n se pierde una variacién en el intervalo (e; + «), lo que demuestra la exis—



166 TEORIA DE ECUACIONES

tencia de una rafz positiva. En la misma forma, en los casos en que ¢ >0y a < —n
la ecuacién no tiene rafces reales si n es par, y una rafz real si n es impar. Si a es
negativo y se encuentra entre dos enteros consecutivos —k y —k+1 y k < n, el examen
de la naturaleza de las rafces puede hacerse de manera andloga y conduce al siguiente
resultado: para n par hay dos rafces reales; para » impar el ndmero de raices reales es
uno o tres, seglin que % sea impar o par.

Problemas

Separar las raices por medio del teorema de Sturm.

1.x3——,3x:i—1== . 2. 23462+ 10x—1 =0.

3.2 —4zx+2=0. 4, 2* —62°+8z+40 =0.

5. 28422 —22x—1 =0. 6. v*—4x*—4zx+20=0.

7. 624 —24 2% + 422> —321 4 11=0. 8. 16zt —322° + 882 —8 2 + 17=0,
9. 2t —42? 4102 —82x + 3 =0, 10 o —4 28 + 1222 — 122 4+ 5 = 0.
11, »* —4 23 4224+ 6z +2 = 0. 12. v — 4284+ 22 —1 =0.

3.2t 4+284+2—1=0. 14. 2+ 22 —42 410 = 0.

15, 26 — 524+ 1023 —522+ 1 = 0. 16, 254+ 524 —2022—~ 10z +2 = 0.

17. 25— 22 4+ 28 —8z + 6 = 0.

18, 28 — 625 + 1524 —202® + 302> — 24 2 + 14 = 0.
19. 28 — 625+ 1624 —24 28 + 222" — 12z -+ 4 = 0.
20. 526 — 3028 7524 —902° + 602" —18z—2 =0,

* 21. La sucesién de Sturm para cada uno de los intervalos (e; + ) y (— «; — &)
en los que e es un ndmero positivo arbitrario, puede obtenerse de la siguiente manera,
supuesto que f (z) no tiene factores miltiples: Se ordena f (z) y los demds polinomios
que se usardn, seglin potencias crecientes de x. Sea z° la mdxima potencia de z que
divide a f’ (z) de modo que:

@) = 211 (2) 120
v fi (0) = 0. Dividase f (x) por f; (z) de grado n, = n— 1 — ¢, conservando cn el co-

ciente exactamente n — my -+ 1 términos. El resto serd divisible, evidentemente, por

xn*m—ﬁ- 1

pero puede ser divisible ocasionalmente por una potencia mayor de z, por ejemplo z°,
de modo que ¢» 2 n-—n + 1. Representando este resto por

—z® fs (z), f2(0) =0,
tendremos idénticamente

F@ =H@ q@ —z2f:),

y el grado de fz (z) serd ns £ n— g2 = my — 1, es decir, menor que el de f1 (z). Si fa (2)

no es una constante, dividimos en la misma forma fi (z) por f: (z), conservando en el
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cociente exactamente n, — ny = 1 términos. El resto serd divisible por zm—m+1;
representéndolo por -

—z9 f3 (x), pm=m—n+1,  f:(0)=0,
tendremos

fi(@) =12 (@) g (@) — 2 f3 (z).
La continuacién de este proceso conduce a una sucesién de polinomios
fofufu oo fs,
el Gltimo de los cuales es una constante distinta dé cero. Demostrar que
V=5 Vi=fH ..., Vi=/fs,

es una sucesién de Sturm para el intervalo (e; -+ «). Eligiendo el signo 4+ 6 — de acuerdo
a mue p; sea par o impar y haciendo

V=7, Vi==/i =12 ...,3),
demostrar que
V,Vy, ..., Vs,
es una sucesién de Sturm para el intervalo (— «; — e). Para evitar las fracciones estd

- permitido multiplicar los restos por factores positivos convenientemente elegidos.
Apliquese este procedimiento en la separacién de las rafces de las ecuaciones:

*22. x3—312+1:=0. *23. zt—42 422 —1 =0,
*2, i+ +r—1 =0 *25. 28+t +228—1 =0.

*26. Demostrar que una ecuacién V = 0 de grado n tiene todas sus rafces reales y
distintas si y solamente si la sucesién de Sturm consta de n funciones con primeros coefi-
cientes del mismo signo. Apliquese este criterio a la ecuacién cébica 1 + pz + ¢ = 0.

* 27, ;Cusl esla condicién para que todas las rafces de 1a siguiente ecuacién sean reales?
o —5pz® +5ptzr+2¢g=07

* 28. Investiguese la naturaleza de las raices de la ecuaci6n:

T U A R
B 1 12 T2 e
Noétese que
zﬂ
V—V =,
1.2...n
y demuéstrese que
v, v, — 2.

forman una sucesién de Sturm en cada uno de los intervalos (e; + «) y (— «; ¢) siendo
¢ un nmero positivo arbitrario.

* 29, Si las funciones
V.V, ..., Vs
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satisfacen las condiciones 2, 3 y 4 enumeradas en el parrafo 1, pero no la condicién 1,
dqué representa la diferencia » (@) — v (8)?

* 30. Si se satisfacen las condiciones 2, 3 y 4 y v (— ®) —v(+ ») =n, siendo n
¢l grado de la ecuacién V = 0, demostrar que todas las raices de la ecuaci6n son rea-
les y distintas.

* 31, Considerar los polinomios de Hermite H, = H, (), definidos por la expresién
dr e

=e¢ T H
dz™ v

Demostrar que
Hoy1+2zxH,+2nHy =0,

para n = 1,2,3, ..., suponiendo que H, = 1. Refiriéndose al Problema 30, demostrar
que todas las rafces de la ecuacién H, = 0 son reales y distintas.

SugesTION: Siy = ¢, entonces
y' +2zy =0.

Hallar la derivada de orden n.

* 32. Sea
1
antl e—; (—1 n+1 1
= ) Pn(z) e~ s
dxnt? z2n+2

donde P, = P, (z) es un polinomio de grado n. Demostrar que:
Pop1—2n+2)2z+1]P+nn+1)22P,1=0;n=123,...

Concluir luego por induccién que el primer coeficiente de P, es1,2,3,...,7n Yy que
P, (0) = 1. Refiriéndose del Problema 30, deducir que todas las raices de la ecuacién
P, () = 0 son reales, negativas y distintas.

* 33. Sean las partes imaginarias de los nimeros complejos ar + b 7; a2 + ba ;. ..
...;8, + b7 del mismo signo; por ejemplo, todas positivas. Sea

(z—ar—bid)(x—a—bs3) ... (x—a,—b,7) =P, (z) +1Q, (z),
siendo P, (z) y Q. (z) polinomios reales. Demostrar que las raices de la ecuacién
Py + 8@, =0,
son reales para « y @ reales y arbitrarios. Guia para la solucién: Sea
Vi=aPr+3Qry Vo= a Demostrar que

b
Ve=|z—ak +—(x~ak~1)}V:.—1 ~[

(2 —ap—1)® + b br—1 | Vi—a,

b —1 br—1

para k = 2,3, ..., n. Referirlo al problema 30. Este problema puede resolverse también
por consideraciones geométricas muy simples.



CAPITULO VIII

CALCULO APROXIMADGC DE LAS RAICES

1. Objeto de este capitulo. — Luego de efectuada la separacién
de una raiz real, se presenta una nueva cuestién: jeémo calcular esta
raiz con un grado de aproximacién deseado? Los valores aproximados de
los nimeros se representan ordinariamente por cifras decimales, y por
lo tanto el problema de aproximar las rajces puede plantearse de esta
manera: calcular con un nimero de cifras decimales preestablecido la
rajz separada. Para arribar a tal objetivo pueden emplearse varios
métodos. En este capitulo consideraremos los tres métodos principales:
el método de Horner, el de iteracion y el de Newton. El de Horner se
aplica tnicamente a ecuaciones algebraicas, mientras que los otros dos
tienen la ventaja de ser aplicables también a las ecuaciones trascenden-
tes. En cambio, en su utilizacién en las ecuaciones algebraicas, el método
de Horner tiene ventajas definitivas con respecto al de Newton y al
de iteracién: primero, en el método de Horner los cdlculos necesarios se
disponen de una manera muy conveniente y segundo, la raiz puede
computarse con un mayor nimero de cifras decimales con una misma
cantidad de trabajo.

2. Parte basica del método de Horner. — Las caracteristicas esen-
ciales del método de Horner se entenderin mejor en su aplicacién a
ejemplos concretos.

Ejemplo 1. Tomemos la ecuacién
B—724+7=0

ya vista en el Capftulo VI, Pirrafo 12. Tiene tres rajces reales: dos positivas en los inter-
valos (1; 3/2) y (3/2; 2) y una raiz negativa entre —4 y — 3. Supéngase que deseamos
calcular aproximadamente la rafz contenida entre /3 = 1,6 y 2. Desde que la parte
entera es 1, podemos poner:

1+ i
r = S
10
donde @ es un niimero contenido entre 5 y 10. La ecuacién transformada en a puede
obtenerse en dos pasos: primero ponemos

z=1+2z
169
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y luego

a
10

7 =

La ecuacién transformada cn z’ se encuentra mediante la regla de Horner, inventada.
por él precisamente en conexién con el cdleculo aproximado de las raices. En nuestro caso
los cdleulos necesarios se disponen como sigue:

1) 1 0 —7 7
1 1 —6
1 —6 1
1 2
2 _
1 18]
3
1
y los nimeros subrayados son los coeficientes de la ecuacién en z’:
¥ 3 —4z 41 =0.
Aqui debemos sustituir
a
= —
10
Eliminando denominadores, la ecuacién resultante en a serd:
a5 + 300> — 400 + 1060 = 0 1

y sus coeficientes se obtienen multiplicando los ndmeros 1; 3; —4; 1 del Esquema [I]
por 1; 10; 10% 102 La raiz de la ecuacién [1] se sabe que estd contenida entre 5 y 10,
Para determinar la parte entera de a debemos buscar dos enteros consecutivos entre los
que esté contenida a. Con este fin sustituimos sucesivamente en el primer miembro de
[11, @ = 5; 6; 7; 8; 9 y observamos los dos enteros sucesivos que dan resultados de signos
opuestos. El menor de ellos serd la parte entera buscada de a. Encontramos que para

a =5; 6;7.
los signos de los resultados son
Por lo tanto:
6 <a<7
y podemos escribir
6 4+ b
a = _,
10

donde b estd contenido entre 0 y 10. La ecuacién transformada en b se encuentra por
una nueva aplcacién de la regla de Horner, como sigue:
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6) 1 30 —400 1000
6 216 —1104
36 —184 —104000
6 252
42 6800
6 [I1]
480
. =
La ecuacién en b es:
b® + 480 b + 6800 b® — 104000 = 0. 2]

Para encontrar la parte entera de b sustituimos en el primer miembro de [2]: b = 0;
1;2; ... ; 9, y buscamos dos nimeros consecutivos entre éstos que den resultados de sig-
nos opuestos. El ndmero de sustituciones, en condiciones desfavorables, puede llegar a
nueve, pero puede reducirse a la mitad mediante la siguiente observacién. Sustitufmos
primero b = 5; si el resultado es positivo es indtil sustituir b = 6; 7; 8; 9; y si el resul-
tado es negativo no hay por qué sustituir b = 1; 2; 3; 4. En este caso la sustitucién b = 5
da un nimero negativo, asi que es necesario continuar sustituyendo b = 6; 7; 8; 9. Como
todas estas sustituciones dan resultados negativos, es indudable que la parte entera de
b es 9, y podemos poner

b=9 4+ —
h 10’

donde 0 < ¢ < 10. Otra aplicacién de la regla de Horner

9 1 480 6800  —104000

9 4401 100809

489 11201  — 3191000
9 4482

498 1568300 {111}
.

5070

1

demuestra que la ecuacién en ¢ es:

¢ + 5070 c? + 1568300 ¢ — 3191000 =0 [3]

Yy para encontrar la parte entera de ¢ podemos proceder por tanteos como anteriormente.
Pero aquf concurre una circunstancia que facilita mucho el tanteo. Al examinar la ecuacién
[3], es obvio que los términos

¢ + 5070 ¢?,
para 0 < ¢ < 10 son considerablemente menores que los términos

1568300 ¢ — 3191000.

Despreciando por esta razén todos los términos excepto estos dos y considerando la
ecuacién de primer grado

1568300 ¢ — 3191000 = O,
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es evidente que la rafz de esta ecuacién no diferir4 mucho del valor exacto de ¢ y presu—

miblemente tendrd la misma parte entera. Ahora bien, la parte entera de ¢ determinada.
en la ecuaci6n abreviada es 2, y entonces ponemos:

d
=2 — ; 0<d< 10,
¢ + o <d<

y buscamos la ecuacién transformada en d mediante Horner:

2) 1 5070 1568300  —3191000
2 10144 3156888
5072 1578444  — 34112000
2 10148 T
5074 158859200
2 [IV]
50760

-

Como el nmero subrayado en la Gltima columna es negativo, tenemos la certeza de
que 2 no es mayor que la parte entera de ¢; tampoco es menor, pues la suma de los
ndmeros subrayados

1 + 5076 + 1588592 — 34112

es el resultado de sustituir ¢ = 3, y es positivo. Con respecto a la ecuacién en d, es:

d® 4 50760 d* 4+ 158859200 d — 34112000 = 0

v aiin con mayor razén podemos suponer que la parte entera de d es igual a la parte entera
del cociente obtenido dividiendo 34112000 por 158859200. Esta parte entera es 0 y po-
nemos

€
d=0+— ; 0<e <10,
+10 ¢

v los coeficientes de la ecuacién en e se obtienen agregando a los ndimeros de las columna.
2, 3 y 4 del esquema {IV] uno, dos y tres ceros respectivamente. Luego:

e + 507600 > + 1588592000 ¢ — 34112000000 = 0.

La parte entera de e, determinada de acuerdo al método simplificado, es 2, y entonces
pondremos:

/
=242 0<f<10.
€ +10 !

Lsa ecuacién transformada en f se obtiene como anteriormente.

2) 1 507600 15885920000  —34112000000
2 1015204 31773870408
507602 15886935204  — 2338129592000
2 1015208
507604 1588795041200
2
5076060 v
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La ecuacién en f es:

13 + 5076060 f* 4+ 1588795041200 f — 2338129592000 = 0. [4]

En este punto nos detenemos un momento, pues la continuacién del proceso llevaria
2 nidmeros excesivamente grandes. Una de las caracterfsticas més importantes del mé-
todo de Horner, y que no puede omitirse, es la asi llamada « contracci6n », que serd
explicada enseguida. Debemos también mencionar que los cdlculos separados en [I],
{I1}, [II1], [IV}y [V] se combinan en un esquema compacto de la forma que se muestra
a continuacién y que no requiere una explicacién detallada.

n o1 0 —7 7
1 1 —6
1 —6 1000
1 2 —1104
2 —400 — 104000
1 216 100809
30 —184 — 3191000
6) 1 6 252 3156888
36 6800 — 34112000000
6 4401 31773870408
42 11201 — 2338120592
6 4482
480 1568300
9 1 9 10144
489 1578444
9 10148
498 15885920000
9 1015204
5070 15886935204
2) 1 2 1015208
5072 15887950412
2
5074
2
507600
2) 0) 1 2
507602
2
507604
2
507606
1

En cuanto al valor de la rafz z resulta de la combinacién de las sustituciones



174

TEORIA DE ECUACIONES

y puede en consecuencia, expresarse

O sea

9 2 0 2 i

100 108 T 10¢ 105 T 1o

S A
T= 10

/
z = 1,60202 + ——
RIRTY

de manera que los nimeros 1; 6; 9; 2; 0; 2 que aparecen a la izquierda del esquems
anterior son las cifras sucesivas de z. Atn m4s, desde que 0 < f < 10, es evidente que

1,69202

es una aproximacién por defecto de x con cinco decimales exactos.

Problemas

Caletlese por el método de Horner:

3 3

1. \/7 con tres decimales. 2. V18 con cuatro decimales.
3 4

3. \/ 3,895 con tres decimales. 4. V20 con cuatro decimales.

5

5. 4 100 con tres decimales.

Calctlense con el método de Horner las rafces de:

6. 25 4+ 22 4+ £ — 100 = 0 con tres decimales.

7.2 4421
8, a* —3r+1
9. 2t —dr+1

Caletlense con
curvas:

10. 224y =1

Calcdlense con

12. 225 —30 z*

= 0. La raiz negativa con tres decimales.
= 0. Las ralces positivas con tres decimales.
= 0. Las raieces positivas con tres decimales.

tres decimales las coordenadas de los puntos de interseceién de las

por oyt =2 .22+ =5 ; y=a+2
tres cifras significativas las rafees de:

+ 72410 =0. 13. 22— 502 + 1202 4+ 30 = 0.

14. 2 2% — 250 z* 4 500 2 + 1000 = 0.

15 24 — 125 2% 4 200 z* — 300 z 4 500 = 0.

16. Una cdscara esférica de hierro, vacia por dentro, se hunde en el agua hasta la
profundidad de su radio exterior. Si el espesor de la cdscara es de 1 cm y el peso espe-
cifico del hierro es 7,5, jcudl es el valor del radio exterior?

17. Resuélvase

el Problema anterior suponiendo que la cdscara, completamente su-

mergida, no se hunde hasta ¢l fondo.

18. Una caja clibica abierta tiene paredes de hierro de 1 em de espesor y se hunde en el
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agua hasta la mitad de su altura. Calcdlense con tres cifras significativas las dimen-
siones externas de la caja, en cm.

19. La figura representa la seccién segin su eje de un embudo cénico de hierro que
flota en el agua, estando la parte XCY sumergida. Si AA’ = BB’ =1 em y (a) CY =
=1/, CB; (b) CY = CB, ;cuil es la altura CD en cm?.

Hi4ganse los cdleulos con tres cifras significativas. P A’ 1'7 B B
|
20. ;Hasta qué profundidad se hunde en el agua una ;00
bola de madera si el peso especifico de la madera es 3/4? Iy
C

3. Contraccidén. — Volvemos ahora al mé-
todo de <« contraccién » mencionado al final del dltimo parrafo. Si la
ecuacién [4] en f se divide por 10%, toma la forma:

0,001 f* 4 5076,06 2 + 1588795041,2 f — 2338129592 = 0.

Podemos suponer que la raiz de esta ecuacién cambiard muy poco si
se desprecian las partes decimales de los coeficientes y la relacién ante-
rior se reemplaza por:

0% + 5076 f> + 1588795041 f — 2338129592 = 0, (1]

que es una ecuacién de segundo grado. Sus coeficientes pueden es-
cribirse inmediatamente siguiendo esta regla que en esencia, es la
contraccién que deseamos explicar: No agregamos ceros en las co-
lumnas 2, 3, 4 sino que suprimimos 1, 2, 3 cifras a la derecha de
los nimeros que se encuentran en las columnas 3, 2, 1 respectiva-
mente. Para caleular la raiz de la ecuacién [1], primero encontra-
mos su parte entera, tomandola igual a la parte entera del cocien-
te que se obtiene dividiendo 2338129592 por 1588795041. Siendo es-
ta parte entera igual a 1, ponemos:

g

f=1+ 0 <g <10,
10

¥ encontramos la ecuacién en ¢ mediante Horner:

1) 5076 1588795041 —2338129592
5076 1588800117

1588800117 — 749329475 [VI]
5076

158880513

5076

Esta ecuacién puede escribirse asi:

50,76 g% + 158880519,3 g — 749329475 = 0.
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Una vez despreciadas las fracciones, se la reemplaza por esta otra
ecuacién:

50 ¢* + 158880519 g — 749329475 = 0,

cuya raiz difiere muy poco del verdadero valor de g. Los coeficientes
de la dltima ecuacién se obtienen suprimiendo una o dos cifras a la
derecha en los ndmeros del esquema [VI] que se encuentran en las
columnas 2 y 1, respectivamente. La parte entera de g es 4, y ponemos

g=4+i ; 0 <k <10
10

calculdndose los coeficientes de la ecuacién en h de la manera acos-
tumbrada
4) 50 158880519 -—749320475
200 635522876

158880719 —113806599 [VII}
200

158880918

2

La ecuacién en h puede escribirse entonces:

0,50 h?* + 15888091,9 A — 113806599 = 0,

y se reemplaza nuevamente, despreciando las fracciones, por la ecua-
cion de primer grado:

15888091 » — 113806599 = O, [2]

cuyos coeficientes se encuentran en el esquema [VII] suprimiendo la
Gltima y las dos tdltimas cifras, respectivamente, en las columnas 2y 1.
Los esquemas [VI] y [VII] se combinan asi:

1) 5076 1588795041 —2338129592
5076 1588800117

1588800117 — 749329475
5076 635522876

1588805193 — 113806599
4) 5078 200

158880719
200

158880919

constituyendo la contraccién del método de Horner. El valor aproxi-
mado de & puede encontrarse ahora en la ecuacién [2] por divisién.
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Sin embargo, es necesario saber con cudntas cifras puede ser computado
el cociente. A este fin, la siguiente observacién general puede servir de
guia para decidir cuintos decimales de la rafz pueden eancontrarse por
el proceso de contraccién. Examinense cuéntas cifras hay en el ndimero
que estd en la antedltima columna, obtenido antes de empezar =1 pro-
ceso de contraceién. Supéngase que haya N cifras; en nuestro ejemplo
N = 11. 8i n es el grado de la ecuacién, réstese n + 1 a N; la dife-
rencia N — (n + 1), que en nuestro caso es 11 —4 = 7, da el nimero
de cifras que puede esperarse encontrar por el proceso de coatraccién.
De acuerdo con esta regla podremos hallar, en nuestro ejemplo, siete
cifras de la raiz por contraccién; por lo tanto, h debe determinarse por
divisién con cinco cifras. Con este grado de aproximacién se encuentra:

h = 17,1630,
y el valor correspondiente de la raiz pedida es:

z = 1,692021471630,

con 12 decimales. En la parte regular del método de Horner el trabajo
numérico crece con cada nueva cifra hallada, pero en la parte de con-
traccién, por el contrario, el trabajo decrece en cada paso. La parte
regular es justamente como trepar una montafia: el esfuerzo crece a
medida que llegamos a la cima; por el contrario, la parte de contraccién
es como el descenso desde la cima: cuanto méds bajamos, menor es el
esfuerzo que dehemos hacer.

Hemos tratado nuestro ejemplo con todos los detalles naceésarios
para explicar la parte esencial del método de Horner, pero atin quedan
por examinar dos puntos importantes. En primer lugar, resta por expli-
car c6mo efectuar la dltima divisién con un divisor grande de la manera
mds expeditiva posible y en segundo lugar, examinar mas detenida-
mente la cuestién del error cometido al usar el proceso de contraccién.
En el Pirrafo 4 se dardn las reglas del interésante método de divisién
propuesto por Fourier y en el Pirrafo 5 examinaremos con detalle la
determinacién del error.

Problemas
Calctilense con el ntmero de cifras decimales indicado en cada,caso, las rafces de:
1. 22 — 3 = 0, seis decimales. 2. 222 —5 =0, seis decimales.
3. 23—z —1 =0, seis decimales.
4. 328 —T722 42z + 5 =0, seis decimales.
5.62*—7224 10z + 5 = 0, ocho decimales.

6. 2* 4422 —7 = 0. La rafz positiva con seis decimales.
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7. 2* — 92— 9 = 0. La raiz positiva con ocho decimales.

8. 23 +42*—10 = 0. La rafz positiva con ocho decimales,

9. 2 — 7z +7 =0. La raiz negativa con ocho decimales.

10. 2 — 42 + 1 = 0. La menor raiz positiva con seis decimales.

11. »* —6a + 2 = 0. La mayor rafz positiva ¢on seis decimales.

12. z* —2 7% + 2 —3 = 0. La rafz positiva con ocho decimales.

13. 2t — 228 + " —x —7 = 0. La raiz positiva con ocho decimales.

14, 2t — T8+ 62 + 72— 11 = 0. La raiz negativa con ocho decimales.

15 208 — 32+ 72— 122+ 8 =)
Y Todas las raices reales con seis decimales.

16, 72t 16 42" — 00 -+ 7 =10
17, 68 —a? 22 =271 =0 3
Lo T Tae valama ~ aad H 1
u)das ias ralces roales COon 8C1S decmna}es.
18, o F ot T pd e 22 e 1 =0

+ 1. La Divisién de ¥ourier. - Cuando hay que dividir un nimero
por otro con muchas rifras decimales, es ventajoso emplear el método de
divisién propuesto por Fourier. En el método de divisién de Fourier
un grupo o ntimero pequeno de cifras del divisor, consistente, digamos,
en dog o tres cifras, se elige come divisor « abreviado » v todas las divi-
in, tomdndose gradualmente
Hras del divisor para efectuar las asi

slones se hacen con este aivisor abrevi

en constderacion las rest

llamadas « correcciones

que B es el divisor abreviado

v que las cifras siguientes son by, de manera que el diviso

completo es

Sean también

fas cifras del cociente empleade en 2l proceso de la divisién de Fourier.

Entonces. Ia « correccion » correspondiente se caleula con la férmula

boe, = bycpy + .00 bata,

de manera que las correcciones, luego de encontrar una, dos, tres, ete.,
cifras en el cociente son:

boco ; bocy + Dbieg 5 bace + brey -+ bhaco ;.o

Al comienzo estas correcciones puden ser computadas facilmente en
forma mental: pero cuando se han determinado varias cifras del cociente,
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la mejor manera de calcularlas es la siguiente: escribanse en una tira
de papel las cifras del divisor que siguen al divisor abreviado, en orden
inverso, asi:

bs be by bo.

Coléquese la tira de manera que by quede inmediatamente debajo de
la Gltima cifra encontrada en el cociente y higase la suma de los pro-
ductos de los ndmeros que quedan uno sobre el otro. Esto puede hacerse
f4cilmente sumando primero las unidades de estos productos, luego las
decenas si las hay, ete.

Para determinar la primera cifra del cociente dividase el dividendo,
suplementado si fuera necesario con tantos ceros a la derecha como
deseemos, por el divisor abreviado en la forma ordinaria. Agréguese al
resto la cifra siguiente del dividendo y del nimero obtenido réstese la.
primera correccién, que da el dividendo parcial ecorregido. Para encon-
trar la segunda cifra del cociente dividase este dividendo parcial corre-
sido nuevamente por el divisor abreviado v réstese la segunda corrce-
¢ion, lo que dard el segundo dividendo parcial corregido. Al dividirlo
por el divisor abreviado se obtiene la tercera cifra del cociente. Al resto
obtenido se le agrega la cifra correspondiente del dividendo y se resta
la tercera correccién, luego de lo cual se procede como anteriormente.
Mientras luego de las correcciones no se encuentren nimeros negativos,
se puede continuar con esta marcha regular de las operaciones. Si, por
¢l contrario, aparece un nimero negativo después de la correccion, es
signo de que la tdltima cifra encontrada en el cociente debe ser dismi-
nuida. Esto, cuando la Gltima cifra y alguna de las precedentes son cero
causa un cambio en un cierto nimero de cifras del cociente. Supdngase
que cambien exactamente 7 cifras. Entonces, al nimero negativo que
resulte de la correccién se debe sumar

v luego continuar como antes. Sl en un cierto estado de la divisién de
Fourier es conveniente hacer un cambio del divisor abreviado B por un
divisor abreviado mayor Bb,, entonces debe hacerse su correccién como
de costumbre, pero en lugar de continuar con la divisién por B, se debe
agregar otra cifra del dividendo y hacerse una nueva correccion pero
con el nuevo divisor abreviado; luego se sigue con cl procedimiento
regular empleando el nuevo divisor abreviado. Los ejemplos siguientes
servirdn para ilustrar el método de la divisién de Fourler %

Ejemplo 1. Se quiere hallar cinco cifras en el cociente de dividir 113806599 por 15888091
Las operaciones se disponen como se indica a continuacién; las observaciones expli-
cativas se dan a continuacién.
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YYVYYVYY =
113805699 15888091

105 1
88 72630

— 56 7 X 8 = 56 correccién
32
30

720

— 72 2 X8+ 17 X8 =172 correccién
— 52 (Ia cifra 2 demasiado alta)

—112 6 X841 X8+ 7 X8 = 112 correccién

— 56 6X8+1X8+47 X0 =56 correccién
489 La divisién continta con el divisor 158.

—I135 3X8+6X8+1X04+7 X9 =135 correccién
249

— 40 O0X8+3X8+6X0+1X9+7X1 =40 correccién
209

Explicaciones

El primer divisor abreviado es 15. Habiéndose determinado 2 luego de la segunda
divisién y dando la correccién un ntimero negativo, se halla —52. Por lo tanto, se cambia
2 por 1 y, como es la dnica cifra que cambia, sumamos a —56 la cantidad

15 X 10 + 8 = 158

lo que da 106. Luego de encontrar 6 como tercera cifra, deseamos tomar 158 como nuevo
divisor abreviado. Con este fin se resta a 166 una correccién que llega a 112, lo que da
54. En lugar de dividir 54 por 15, se agrega la cifra siguiente 5 y de 545 se resta una
correccién de 56 correspondieate al nuevo divisor abreviado 158. El niimero resultante
se divide ahora por 158 y las correcciones siguientes se hacen correspondiendo al divisor
abreviado 158. El lugar de la coma decimal se determina por observacién directa, y el
cociente hallado con cinco cifras es:

7,1630 +- .

Ejemplo 2. Determinar siete cifras del cociente de la divisién 26,73385 por 324,754813.
Como el lugar de la coma decimal se determina ficilmente por observacién, nos des-
entendemos de la coma decimal y ordenamos las operaciones como se indica a conti-
nuacién, tomando al comienzo como divisor abreviado 32.
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Correccién

Correccién

Correceién

Correccién

Correccién

Correccién

Correceién

YYVY
2673385

256

| 5l

— 7
140
— 101
390

— 46

344
324

200

=\
324754813

8232010

Aquf cambiamos a un nuevo divisor.

— 65

135

Por lo tanto el cociente pedido es

0,08232010 + .

181

La teoria completa de la divisién de Fourier es algo complicada;
por otra parte, ésta juega aqui sélo un papel auxiliar y por esta razén
no nos extenderemos en mayores detalles. Sin embargo, debido a su
utilidad practica, es imposible omitir algo més, que es la aplicacién del
método de divisién de Fourier a la extraccién de rafces cuadradas. Para
dar un ejemplo supongamos que deseamos extraer la rafz cuadrada del
nimero 500. Se ve inmediatamente que la parte entera de la raiz es
22, y que de esta manera puede escribirse como 22 + z, donde 0 <z <1.

Entonces:

(22 + 2)? = 484 + 44z + 2* = 500,

de donde

44z -+ 22 = 16

16

44 +z
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Dividiendo 16 por 44 + 2 por el método de Fourier y tomando 44
como divisor abreviado podemos determinar la primera cifra del cociente,
la que serd inmediatamente eserita al lado del 44, haciendo la corres-
pondiente correceidn.

Se determina luego la segunda cifra de @ y se escribe también en el
divisor y asi sucesivamente. En el caso en que la correceién dé negativa,
la tltima cifra, tanto del cociente como del divisor, debe ser disminuida
en 1. Esto pucde afectar un cierto nimero de cifras, digamos ¢ cifras.
Lucgo, para continuar la operacién, debemos sumar al ndmero negativo
10 veees el divisor abreviado més ¢l doble de la suma de las ¢ cifras que
le siguen o este nimero sumentado en 1, segin que 7 sea ¢ no mayor
que la mitad del nimero total de cifras eseritas en el cociente, Las cifras
restantes permanecen las mismas que en la divisién ordinaria. Las ope-
raciones de nuestro cjemplo se disponen como sigue:

446 7y 49
160 | 443606807739
132 ’ 79 49
980 | 3606887730
Correcei6n — 9
271
264 Continuacién
70 3620
Correceidn —36 Correccién —144
T340 3476
Correceion — 36 3122
304 3540
264 Correccién  —168
400 3372
Correccibn — 36 3122
364 2500
352 Correccién —241
120 2259
grreceion -120 2230
00 290
— 96 Correccion —270
— 96 200
4 X10+23E+6)= 458 Correccion —263
362 — 63

Aqui cambiamos al
divisor mayor 446

Sin continuar mds alli con la divisién podemos concluir que

v 500 = 22,3606797749 +.
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Problemas
Encontrar por la divisién de Fourier el cociente de dividir

1. 237,69 por 33,65459 con seis decimales. Usar el divisor 33 en tres divisiones y 336
luego.

2. 63,9878 por 24,85397 con seis decimales. Divisor 24 en cuatro divisiones y luego 248.

3. 3,173563 por 334,856921 con diez cifras significativas. Divisor 33 en cinco divi-
siones y 334 luego.

4. 180 por = con ocho decimales; = = 3,14159265358979. . .
Extraer las siguientes raices cuadradas por el método de Fourier:
5. \/ 5,1-85 con ocho decimales.

6. \/’?3165,_23 con ocho decimales.

7. ‘\/0,031429 con ocho decimales.

8. \/5— 1 con ocho decimales.

% 5. Estimacién del error. — Debemos examinar ahora el error
que se produce por el proceso de contraccién. La parte regular del
método de Horner nos lleva a representar la raiz de la ecuacién

?—T7z+7=0,

con la cual trabajdbamos, en la forma:

x = 1,69202 + g,
108

donde f es una raiz de la ecuacién:

0,001 2 + 5076,06 f* + 1588795041,2 f — 2338120592 = 0,
contenida entre 0 v 10. Esta ecuacién fué reemplazada, sin embargo, por
o (x) = 5076 27 + 1588795041 x — 2338129592 = 0,
cuya rafz, que se aproxima u f pero que no es igual, Hamaremos fo. Es

necesario estimar la diferencia f -— fu. Con este fin, nétese que la ecua-
cién en f puede escribirse asi:

¢ (f) = —0,001/° —0,067 —0,2F.
Por otra parte: ¢ (fo) = 0, y asi
¢ (f) —¢(fo) = —0,001f —0,06f* —02f.

Pero, por la férmula del valor medio que s enseiia en los cursos de
cdlculo diferencial:

olf) —¢ (o) = (F —Jo) ¢ (),
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donde £ es un cierto ndmero comprendido entre f v fo. En consetuencia:
Ffy = 0,001 f* + 0,06/ + 0,2f
J —Jo=— ’
¢’ (§)

de manera que la diferencia es ciertamente negativa, porque
o' (E) > 1,5 X 10
Por otra parte, desde que f < 10:

0,001 5 + 0,06 > + 0,2f < (0,001 + 0,006 + 0,002) X 10° =
= 0,009 X 10° < 0,01 X 10¢,

y luego:
——(—)’—05i><10—6<f—fo<0. (1]
Al mismo tiempo
z = 1,69202 +ﬁ—+ =5,
108 10¢

Con respecto a fo, se tomé de la forma

g
f =1+ =
’ 10

donde ¢ es una raiz de la ecuacién

50,76 g* + 158880519,3 ¢ — 749329475 = 0,

contenida entre 0 y 10. Pero esta ecuacién es reemplazada por
fi(x) = 502 + 158880519 x — 749329475 = 0,
cuya rafz, préxima a g, puede llamarse g,. La diferencia g — go puede
ser estimada de la misma manera que la diferencia f— fo; resulta que:
0,79
—45—X106<g—go<0. 21

h

Al mismo tiempo podemos escribir

f0=1+ﬂ.+g_:_g_°.
10 10

Ahora

h
g=4 = —
’ 10

donde h, comprendido entre 0 y 10, satisface la ecuacién

0,50 h* + 15888091,942 — 113806599 = 0.
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Pero sustituimos a h por la raiz h, de la ecuacién
15888091 ho — 113806599 = 0.
La diferencia h — ho puede estimarse como anteriormente y se en-

cuentra que
0,59

—-—— X 1085 <h —ho <O0. (3]
Al mismo tiempo
h h—h
go=4+ — + - ’
10 10
y
4 ko h —hq g — go
=1+ _—+ + F
fo e o =
2 = 1,69202 + —— + — o =k =g f—fo
108 107 103 108 107 108

Por las desigualdades [1], {2] y {3] la cantidad

— — h —h
A = F—1Fe + g go + o,
108 107 108

que representa realmente el error cometido por la contraccién, es nega-
tivo, v su valor absoluto es menor que

0,01 oy 079 syomn 1 059 s qps « 128 o 10mi < 10w,
1,5 1,5 1,5 1,5

Puesto que hg X 1078 estd comprendido entre las cotas
z < 1,6920214716301
z > 1,6020214716299,

y tomando
z = 1,692021471630,

tenemos un valor aproximado de la raiz que difiere del valor real en
menos de 10-3. Queda sobreentendido que el error cometido por la
contraccién puede estimarse en forma muy similar en cualquier otro

caso .

6. Otro ejermaplo. — Vale la pena ilustrar el método de Horner com-
pleto con otro ejemplo.

Ejemplo. La ecuacién

#—4z+1=0,
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tiene dos rafces reales: una en el intervalo (0; 1) v otra en el intervalo (1;2). Calcule-
mos aproximadamente la menor. Escribiendo

a

T = ;
10

0 <a <10,

la ecuacién para determinar @ sec encuentra inmediatamente

a* — 4000 ¢ 4 10000 = 0

y se determina por tanteos que la rafz, que es menor que 10, estd contenida entre 2 y 3;
asi que escribimos:

b
a=2+— ; 0<b<10.
+10

Los cdleulos necesarios para encontrar la ecuacién transformada en b, asi como otras
ecuaciones que aparecen en el método de Horner, se muestran en el esquema siguiente:

2) 1 0 0 — 4000 10000
2 4 8 — 7984
2 4 — 3992 20160000
2 8 24 — 19769375
4 12 — 3968000 3906250000
2 12 14125
6 2400 — 3953875
2 425 16375
80 2825 — 3937500000
5) ¥ 5 450
85 3275
5 475
90 375009
5
95
5
1090
) 1

A esta witura comenzamos la coatracelon, cuyos sucesivos pasos estdn representados

en ¢l esgremsa siguiente:

9) i 3750 —~393750000 3906250000
9 33831 —3543445521
3759 —393716169 362804479
9 33912 —354311028
3768 —393682257 8493451
9 333
9) 3737 —39367892
.4 333
-—39367558
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Hasta este momento los decimales ohtenidos son:
0,25099.

Los decimales restantes se determinardn por la divisién de Fourier. Desde que el nd-
mero obtenido en la columna 4 antes de la contraccién, tiene 10 cifras, podemos contar

con encontrar 10 —— 5 = 5 cifras por contraccién, y por ello la divisién se llevard hasta
tres cifras. El resultado es el siguiente:

8493451 | 3935755
78 2157
T 69
6
" 63
39

243
15

228
195

334
35

299
273

26

Luego, la rafz pedida es:

0,25099215 ,
y solamente resta examinar con mayor detenimiento el grado de aproximacién. Poniendo

d
2= 0250 + —,
10°

donde 0 < d < 10, se desprende que d satisface la ecuacién
0,0001 d* + d? + 8750 d> — 393750000 d + 3906250000 = 0.
En lugar de d sustituimos, en realidad, la rafz do de la ecuacién
do? ++ 3750 do* — 393750000 do + 3906250000 = 0.
En la parte de contraccién del proceso se encuentra que:
) e
d0:9+ﬁ, 0<€<10,

donde e satisface la ecuacién

0,001 ¢ + 37,77 e> — 39368225,7 ¢ + 362804479 = 0,

pero en lugar de e tomamos realmente la rafz ¢, de la ecuacién

37 e — 39368225 €9 + 362804479 = 0,
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Nuevamente:

f
20=9+$; 0<f<10,

y f satisface la ecuacién

0,37 f* — 3936755,7 f + 8493451 = 0,

pero en lugar de f se toma la raiz f, de la ecuacion

— 3936755 fo + 8493451 = 0.

Ahora tenemos
fo

=0,25099 + 4 A,
e 5099 + 1oe

donde
d— do e — € f ——fo
10¢ + 108 + 108

A =

Los signos de las diferencias d — do, e — e; y f — fo no se conocen ahora con certeza
y solamente podemos establecer que

0,0001

d—do| < X 1074

3,9

0,085 Lot

e—ep | < 39 X
0,46

f—f|< EYE X 1074

de donde
0,0132
|Aal< X 1078 < 3,4 X 1071,

»

de manera que el error cometido por contraccién puede afectar solamente el undécimo
lugar decimal y la aproximacién resulta mucho mejor que la sugerida por la regla répida
del Pirrafo 3. Por la divisién de Fourier se encuentra que

0,00000215747 < % < 0,00000215748

y luego
0,250992157413 < = < 0,250992157582.

Tomando
z = 0,2509921575,

podemos estar seguros que el error no excede de 1071, en valor absoluto.

Problemas

Examinense cu4dntas cifras mds pueden hallarse por contraccién, habiéndose deter-
minado cuatro cifras significativas por el proceso regular de Horner.

1. 2332 + 1 = 0. Raiz entre 1 y 2.
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2. 2* — 72+ 7 =0. Rafz entre 1 y 1,5.
3.623—722+10x+5=0

4. z*—4zx+1=0. Rafz entre 1 y 2.
5. 2t —2 2 4 2 — 3 = 0. Rafz positiva.
6. 25 —a23+222—224+1=0.

7. E1 método de iteraciéon. — Quedan por considerar otros dos mé-
todos que se usan a menudo para calcular las raices: el método de ite-
racién (también llamado método de aproximaciones sucesivas) y el
método de Newton. Este tdltimo es una forma particular de iteracién,
por lo que es conveniente ver éste primero. La idea del método es muy
general y puede aplicarse a una ecuacién dada en varias formas. La
ecuacién propuesta puede escribirse:

z =190 (23) ’
en una cantidad de maneras distintas. Supondremos conocido que en
algin intervalo (a; 6) la ecuacién tiene la raiz dnica -5 de manera que

E=06(8) vy a<&<b.

Con respecto a la funcién 8 () supondremos al principio que es una
funcién creciente de z en el intervalo (a;b) y que, ademés:

a<b8a) ; b>6(0),

a -6 <0 ; b—6(0)>0.
Siendo & raiz tnica en el intervalo (a;b) se deduce que

z—0(x) <0,
siasz<§y
z—6() >0,

si & <z £ b. Sea ahora zo un niimero arbitrario = ¢ y < b. Toméndolo
como primera aproximacién de la raiz§ y calculando por sucesivas sus-
tituciones

= 0(x0) ;5 Z2=8(x1) , a3 =0(22) ;...

se genera una sucesién de nidmeros
ZTo , X1 , X2, ...

Esta sucesién seri creciente con todos sus términos < & si z, < £
y seré decreciente, con todos sus términos > £ sizy > £ Para demostrar
estas afirmaciones, supéngase primero que zo, < £. Entonces:

x1=0(xo)>xo 6 z1 > x0;
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por otra parte:

b(5) > 0 (x0),
porque #{x) es una funcién creciente. Pero

6( =5 v 6(xg) =m,
luego
r; < ":;

Por repeticién del mismo razonamiento, se demuestra que:
To > a1 ) Xe < G
Supdngase ahora que p > Z. Entonces:

Iy = 0 (Io) < xs O

5
=
A
=
o

v, por otra parte:

T 00 < 0(ry) = oy

2 i

Par repeticidn del mismo razonamiento se demuestra gque

1. sheeslon

riamente tiende a vl

forire o decrecionio, neees:

1.

mite, v oeste

suendo 1o eontinuidud do 9 (), no puede ser otro que la

cval ez posible apreximarse de esta maners on forma indefi-

nicde por ambos lados

Ejemplo 1. La ecuacidn

= O (x},

facen: & (z) es una funcidn cre-

v todas lns condiciones enwaeradas anteriormente se sati
cinnte v
002y > 283 < 3.

Tomando 7o = 2 como primers aproximacién y haeiendo uso de tablas, caleulamos
la sucosion de aproximaciones a lu rafz £ habiéndose tomado cada ndmers eserito a4 con-
L
1

invacin, aproximado por defecto.

;= 2,08 oy o= 2,00452
za = 2,002 rs = 2,094546
r; = 2,0941 ry = 2,0945506

g = 2,004 s = 2,0845513 .
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Por otra parte, comenzando con z, = 3, encontramos las siguientes aproximaciones,
cada una ligeramente mayor que su verdadero valor:

rn = 2,23 s = 2,00463
z2 = 2,115 zs = 2,09457
xy = 2,00777 z; = 2,004555

2,09503 xs = 2,0945520
9 = 2,0045516 .

5
S
I

Luego:
2,0945513 < £ < 2,0945516,

vy asi
5 =2,004551,

con seis decimales exactos.

Ejemplo 2. Consideremos la ecuacién trascendente
2T =4«

que tiene una rafz entre 0 y 1. Cuando se escribe en la forma

r =202
se cumplen todas las condiciones para la iteracién. Comenzando con zp = 0 y usando
tablas de logaritmos de cuatro decimales, encontramos la sucesién de aproximaciones
crecientes, habiéndose tomado cada una aproximada por defecto:

o = 0,25 z, = 0,3088

2 = 0,29 x5 = 0,3006

xs = 0,305 xs = 0,3008
z7 = 0,3009 .

Similarmente, podemos encontrar una sucesién de aproximaciones decrecientes comen=-
zando con zo = 1. Al comparar los resultados, encontramos que la rafz pedida es muy
cercana &

5 = (,3099.

La dltima cifra, naturalmente, no es muy cierta, desde que todos los cdleulos han
sido hechos con tablas de cuatro decimales.

Una ecuacién de la forma
que tiene una sola raiz entre a y b puede siecmpre resolverse por un pro-

ceso conveniente de iteracién si su derivada 9’ (z) para @ <z < b se
mantiene en valor absoluto menor que un nimero fijo p < 1, es decir si

107 () | <o <1,
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para @ =z < b. En efecto, la misma ecuacién puede escribirse en la
forma equivalente

z =uow(x),
donde
_z+0(2) .
o (x) —
Ahora

146 1 —
+ (91:)> ?

o (z) =
( 2 2

para a sz <b y luego w(z) es una funcién creciente en el intervalo
(a;b). Por otra parte, la derivada de f(z) = 2 — w (x) es

1 —0 —
G(x)>1 e

f(x) = 5

>0,

y siendo positiva, f (z) es una funcién creciente que toma el valor 0
solamente una vez en el intervalo (a;b), es decir para z = §, siendo §
la tnica raiz de la ecuacion

z = 8(z),

entre a y b. Por lo tanto
f@) <0 ;5 f(b)>0
a<w(a) ;b>0d).
Luego, la iteracién aplicada a la ecuacidén
r=uw (I) 3

convergera, ya sea que comencemos con zo = ¢ 6 xo = b. En los pro-
blemas se encontraran mas observaciones referentes a la convergencia.

Problemas

1. Si |e' () ] < p<1para a <z =<b la ecuacibn z = 6 (z) no puede tener mis
que una raiz entre a y b. Si se tiene tal raiz § y 2, = 8 (xo), mientras que ¢ =< z¢ = b,
demostrar que

|I1*EI < polmo—&l

SUuGESTION: 71 — £ = (2o — &) 8" (n), donde y esté contenido entre x¢ y &.

2. Siz =6(z) tiene una raiz Sentrea y b, |8/ (@) | <p <l paraa <z by las
primeras dos aproximaciones
Zo y T1 =10 (zo)

pertenecen a (a;b), entonces todas las aproximaciones subsiguientes z», zs, ... per-
tenecerén a (a; b) y
|2 — & < o™ [z — E}.
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Atin mds, las aproximaciones sern alternativamente mayores y menores que § s8i 6’ (z) < 0

en todo el intervalo (a; b).
Calctilese por iteracién las rafces de las siguientes ecuaciones, con cuatro cifras de-

cimaler:

3
e 2
3.8 —2x—2 =0. Escribase:c=\/2x+2 0oz = 2 4 — . jCu4l es la mds
z
ventajosa?
5
4, 28— 10z —5 = 0. Escribase z = /‘/10+-—.
z
1
5. 23 —38 22 —1 = 0. Escribase z =3+~—;.
x
10 20
6. 2 4 22— 100 = 0. Escribase t = —— 6 z =4 +

‘\':C—}—l 224+ 52420

3
S—— 16
7. = 2 — 100 = 0. Escribase z = 4100 —2*—2z 6 2 =4 + ————
422+ cribase \/ 22—z 62z +x?+5a:+21

Calctlense con cinco cifras decimales las menores rafces positivas de las siguientes

¢cuaciones:
»+1
8. 2 —6z +1 = 0. Escribase z = 8
¢4+ 1
9. 24 —3zx + 1 = 0. Escribase z = — 2

2 4 2% 4 gt 4210

i0. 20 4+ 24 + 23— 10z + 2 = 0. Escribase z = 0

3
Moz =1—n. 12. 53—z —10c+1 =0.
10

* Cuando una rafz de una ecuacién F (z) = 0 quede encerrada en un intervalo sufi-
cientemente reducido (a; b) donde los valores extremos A y B de la derivada F' (z) no
son muy diferentes, el proceso de iteracién puede ser considerablemente acelerado escri-
biendo la ecuacién en la forma

2

—mF (x).

r=2x

El factor 2 (4 + B)™* puede ser reemplazado ventajosamente por una buena aproxi-
macién en términos pequefios obtenidos por medio de fracciones continuas. Apliquese
esta observacién para calcular con cinco cifras decimales las rafces de las siguientes ecua~

ciones:

4
*13. 2 —4z + 1 = 0. Rafz entre 1 y 2. Higase: z=2 —10/; (x—\/4:c——l).
3
*14. g»—422—2+3 = 0. Raizentre 4 y 5. Higase: z = z —%/; (x——'\/ 42 +x—3).
10
*15 23 + 22 — 100 = 0. Higase z = x~5/7(x——-——— .
Ve+1
1—( 15 1—1(1 ~15
*16 z = ——ij—x)— Higase z =z — %/3 x———(-—i~ .
10 10
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1—(1 3¢ [ 1—Q 30
*17. 2 = ————(—I;ﬁ——— Hégase ¢ = z — 19/, (x—————(%x—)

18. z = Y5 ¢ Hégase z =z —3/4 (z—Ya2e™%).
19. z = ¢ Hégase z =z — /11 (z —e™®).

20. z + 1 = 10 Higase £ =z — %/7 (z + 1 — 10%).
21. 2% = 100. Hégase z =z + 2 —zlogz.

22. z =1—1/9senz.
z+1—senzx
2

24, z = cosz. Higase z = x — /5 (x —cosz).

23. z +senzx = 1. Higase z =

25. senz = !/4 2. Péngase z = "2 + yyescribasey =y — %5 (y + /2 —2cosy).

26. z = tg x. Menor rafz positiva. Hégase z = = + arc tg z.

z +arctg l/z

27. rtgx = 1. Menor raiz positiva. Higase z = ~

=

8. Método de Newton. — El método de Newton para aproximar
raices puede ser considerado como una forma particular de iteracién.
La ecuacién propuesta f{(z) = 0 puede escribirse de la forma

L, J@
I (@)
0 Ssea
x = 86(2),
con
’ J (@)
f(x) =z @)

Para examinar en qué condiciones las sugesivas aproximaciones que
parten de x,

2y =0(x0) ; 22=08(x) ; 23 =10 (x2); ...

convergen, supondremos que:
1. En el intervalo (a;b) la ecuacién f (z) = 0 tiene una rafz.
2. Nif’ (z) ni f" (z) se anulan en este intervalo. Calculando la de-
rivada 8’ (z) se encuentra

1@ @
7@

Desde que f’ (z) no cambia de signo entre a y b, la funcién f (z) o
bien es creciente o bien decreciente; y como se anula para z = §, los
valores extremos f (a) y f (b) deben ser de signos opuestos. Por otra.
parte, el signo de f” (x) no cambia, de manera que _f” (a) y f' (b) tienen

o (z) =
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¢l mismo signo; por lo tanto: f(a) ' (a) y f(b).f” (b) tienen signos
opuestos: uno de estos nimeros es positivo y el otro es negativo. De
los puntos extremos del intervalo (a;b) llamaremos « a aquel en el cual
J (@) y f” () tienen el mismo signo, llamando § al otro extremo, de
manera que « =a, f = b si

f(@).f"(a) >0

J®) .57 @®) >0.

De la expresién de la derivada 6’ (z) es evidente que cambia de signo
solamente al pasar por £ = £ En consecuencia, entre « v § el signo
de ¢ (x) es el mismo que para z = a, es decir, positivo por la eleccién
de «. Ahora, si @ = a, en el intervalo (a; §) la funcién 6 (z) es creciente,
desde que su derivada es positiva y al mismo tiempo

_J@
J (@)

b)) —a =

Nuevamgnte, si a = b, ia funcién 6 (z) es creciente en el intervalo
(&0 ¥
b(b) —b = — L O

7 ®)

~ Adn més, 6 (z) es continua en (a;b) de manera que las condiciones
de convergencia de un proceso iterativo tal como se enumeran en el
Parrafo 7 quedan cumplidas si comenzamos con la primera aproximacién
Zo = a. Las aproximaciones sucesivas

GO G
@ " (o)

Q= & —

estardn todas del mismo lado de la raiz £, cada una més préxima a ella
que la precedente, y convergerin hacia dicha raiz. Estas coneclusiones
se hacen intuitivas al considerar la curva y = f (z).

Como la segunda derivada y’’ no se anula en el intervalo (a;b) esta
curva es-céncava hacia arriba o hacia abajo, de acuerdo a que 3"’ > 0
6 y" < 0. En las figuras (a), (b), (¢) y {d) de la pagina siguiente, los
puntos A y B del eje de las z tienen abscisas * = a y z = b, Para
valores de z contenidos entre a y b la curva y = f (z) est4 representada
por el arco PX@Q que intersecta a y = 0 en el punto X cuya abscisa es
OX = & En el caso de las figuras (a) y (b), y e ¥’' tienen el mismo sig-
no en Q. La tangente en este punto estd representada por la ecuacién

y—5®) =50 (—b),
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y corta a ¥ = 0 en el punto 7T de abscisa

IO
J ()
Noétese que T estd del mismo lado de B con respecto a X, pero més
préximo a X que B. En los casos de las figuras (¢) y (d), v e ¢’/ tienen el

mismo signo en P. La tangente en este punto estd representada por la
ecuacién

oT =b

y —f@ =7 ()@= —a),

y corta a ¥y = 0 en el punto T de abscisa

OT = a— / (a)

I (a)

¥ Y
Q P

Q
(@) ®
Yy
0 1 .
X/I l U
0 TTWU y: R _6l 47 F—x
P Q
(¢ @)

Nuevamente, T estd mas préximo a X que A y estd situado del mismo
lado. Estas consideraciones intuitivas confirman las conclusiones pre-
viamente alcanzadas y sugieren también la consideracién del punto de
interseccién de la cuerda PQ con el eje z. Si este punto es U, estd en el
lado opuesto de T con respecto a X y mds cercano a éste que 4 y B
respectivamente. Como la ecuacién de PQ es

ORI IONA.

y=f(a) + ),
b—a
la abscisa del punto U seri:
_ T@ gy =p—— IOy,

) —1(a) fla) —1 ()
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y tarabién puede ser representada por

. T N
bt @ P
La doble desigualdad
a < § <@
a > &> 8,

segin sea @ = a 6 « = b, da una estimacién del error cometido al calcular
la segunda aproximacién de la raiz por el método de Newton.

Si las cotas #; y B1 estdn todavia muy separadas, el medio méas préc-
tico para seguir adelante es: sea a’ la menor de estas cotas y b’ la mayor.
Estudiese la diferencia b’ — a’ y supéngase que la primera cifra decimal
significativa ocupa el [-ésimo lugar. Entonces, reténgase en a’ y b’ sola-
mente | decimales. Sean a’/ y b”/ los nidmeros obtenidos de redondear
a’ y b’ en esta forma. Evidentemente a”’ es menor que &, pero b”’ puede
ser mayor o menor que este niimero. En consecuencia, determinase pri-
mero por sustitucién si b’’ es mayor que § o no. En el primer caso higase
a1 =a’; by =b", y en el segundo caso, a; = b ;b = b’ + 10~. En-
tonces el intervalo (a;;b:) contiene a & Partiendo de este intervalo
héllense cotas més restringidas az, B; en la misma forma en que fueron
determinadas o, @1 a partir de (a;b). Entonces, con az, @; repitase el
procedimiento aplicado a a1, 1 y contintiese de esta manera mientras
sea necesario para llegar al grado de aproximacién deseado. Luego de
unos pocos pasos de este tipo, la convergencia se hace muy ripida,
pero no nos detendremos a estudiar este punto.

Bjemplo 1. Caleulemos por este método la raiz de la ecuacién
fl)=22—3z+1=0,
que estd comprendida entre 1 y 2. La derivada
(@) =322—3,

ge anula para z = 1, as{ que estrictamente hablando el intervalo (1; 2) no satisface las
condiciones supuestas. Sin embargo, ya que

fy=—1; Q1) =6,

son de signos opuestos, tenemos que tomar « = 2 y observamos que en el intervalo (§; 2)
la primera derivada no se anula. Con « = 2; 8 = 1, encontramos

@ =2—3/9=166+ ; & =125,
de manera que a y B; se redondean a

16y 1,2,
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Al sustituir 1,6 se encuentra que
F(1,6) = 0296 ; f(1,6) =4,68
FQ,2) = —0,872

1,6 0,296 1,536 1,2 + v.872
=16 ————=1536— ; =1
: 4,68 ;B 1,168

0,4 = 1,498 +.

Estos ndmeros se redondean a 1,49 y 1,563 y al sustituir se encuentra
F(1,53) = —0,008423,

de manera qug 1,53 es menor que la rafz. Por lo tanto, tomamos a; = 1,53; by = 1,54
y continuamos asi:

7(1,64) = 4+0,032264 ; ' (1,54) = 4,1148

7(1,53) = —0,008423 ;

32264 8423

=158 —— " 153216 — ; @ = 1,53
% 411480 ;B t 10687

= 1,563207 +4-.

Sin llevar las aproximaciones mds adelante, podemos concluir que tomando:

£ =1,5321.
1o cometemos un error que exceda en valor absoluto a 107% El paso siguiente darfa aproxi-
madamente cerca de ocho decimales en la rafz. Por supuesto, €l intervalo (1;2) con el

cual hemos comenzado es demasiado ampiio y siempre es aconsejable encontrar por
tanteo, como en el método de Horner, uno o dos decimales en la raiz.

Ejemplo 2. Hallar aproximadamente la rafz de la ecuacién
z = 1077,
Si tomamos logaritmos decimales en ambos miembros esta ecuacién se reemplaza por
f@) ==z +logz =0,

y por tanteos se encuentra que su raiz estd contenida entre 0,3 y 0,4. Las derivadas

I

M
ff@=1+— M = 0,434295
x

S = —

no se anulan en el intervalo (0,3;0,4). Con la aproximacién que permiten las tablas
de logaritmos de seis decimales, se encuentra que

710,3) = —0,222879 ; f’ (0,3) = 2,44765
f(0,4) = + 0,002060.



CALCULO APROXIMADO DE LAS RAICES 199

Por ser la segunda derivada negativa, tomamos « = 0,3; § = 0,4, y entonces

222879

=03 4 e
s + Saa70s

=0391+ ; f=04— = 0,3991 —.

224939

Estos ndmeros se redondean a 0,391 y 0,399. Probando 0,399 ge encuentra que
£(0,399) = — 0,000027 .
Por consiguiente debemos tomar a; = 0,399; b, = 0,400. Luego:
7(0,399) = —0,000027 ; f’(0,399) = 2,08846 ;
1 (0,400) = 0,002060 ;

= 0,399 4 27 =0,3990129 4 ; @ = 0,400 2060 10~ = 0,399013
a =V, 208816 = 1,004 » =Y, 2087 X = U,0¢ .

Por lo tanto, con la aproximacién que puede lograrse con tablas de seis decimales, la
rafz pedida es:

& =0,399013.

Problemas
Apliquese el método de Newton a las ecuaciones:
1.28—3rx+1=0. 2. 84 422—T7 =0.
3.3 —Tz+7=0. 4. *—42x+1=0.
5. 2% = 4 z. Héigase zlog2 —logz —log4 = 0.
6.x—senx=%. 7. it —logz = %/s.
8.z =cosz. 9. z* = 1000.

10. ;Para qué dngulos centrales el arco de circunferencia es de longitud doble de la
cuerda subtendida en el arco?

11. Si el 4rea de un sector de circulo est4 bisectada por su cuerda, jcudl es el dnguio
al centro?

12. Una cuerda determina un segmento igual a la tercera parte del 4rea del circulo;
jeudl es el dngulo al centro subtendido por la cuerda?

13. Un tronco cilfndrico de madera de peso especirico 2/3 flota en el agua. ;A qué pro-
fundidad se hunde?

* 14. Determinese ¢l menor nGimero x tal que la desigualdad
1

e*a:é_______’
1+

se cumpla para todo z positivo.

* 15. Escribiendo una ecuacién f (z) = 0 en la forma

i@
Vs (@
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y aplicando el método de Newton, se obtiene la siguiente férmula para la segunda aproxi-
macién:
o F@f @
I @) —Yaof () " (x)

Demuéstrese que la derivada del segundo miembro es siempre positiva si f(z) tiene
s6lo rafces reales. Por lo tanto, demuéstrese que la iteracién siempre converge indepen-
dientemente de c6mo se elija la primera aproximacién. Si la primera aproximacién se
elige entre dos raices consecutivas « y 8 de la derivada f’ (z), la iteracién converge y
muy rdpidamente a la raiz de f(z) = 0 que queda entre « y 8. Examinese la cuestién
de la rapidez de la convergencia en la proximidad de la rafz. Apliquese este método
a los ejemplos:

(@) *—82+1=0 ; b)) 22—T724+7=0.

1Qué proceso de iteracién resulta en el caso de una ecuacién z® —a = 0?



CAPITULO IX

DETERMINANTES Y MATRICES

1. Determinantes de segundo orden. — Las expresiones conocidas
como determinantes tiene su origen natural en la resolucién de sistemas
de ecuaciones lineales con dos o més incégnitas. Supongamos que tene-
mos que resolver el sistema de dos ecuaciones

az +hy =0
(1]

axx + by

Ca

con incdgnitas z e y. Para ello podemos tratar de combinar estas ecua-
ciones para eliminar y é z. Para eliminar y, las ecuaciones [1] se multi-
plican, respectivamente, por b» y — b; v se suman los resultados; usando

como factores — a; y a; y sumando se eliminard z. Las ecuaciones, una
s6lo en z y otra sélo en y, obtenidas de esta manera, son:

Cy bz -= Co b1

(a1 by — aq bl) x

(2]

(a1 by —azb) y = caan — ¢ as.

Por la manera en que se obtuvieron las ecuaciones [2] se satisfacen
para los valores z, y que satisfacen al sistema [1], de modo que todas
las soluciones de este sistema se encuentran entre las soluciones del
sistema [2]. Notemos ahora que en ambas ecuaciones [2] x e y tienen el
mismo coeficiente

a; bz — dg b1

¥, si este coeficiente no es cero, los tinicos valores de x e ¥ que satisfacen
las ecuaciones [2] son

Clbg "—Czbl X Ca Gy — C1 A2
r=— Y= [3]

a1b2—azb1 albz —azbl
Por lo tanto, si ésos son los tinicos valores de las incdgnitas que pueden
satisfacer al sistema original [1], puede verificarse por sustitucién que
z e y en la forma dada por [3] satisfacen también a las ecuaciones [1].
Examinando las expresiones [3] notamos que z e y aparecen como frac-

ciones con denominador comun

ay b2 - Q2 bl .
201
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Esta expresién se llama determinante del sistema (1] y se indica con
el simbolo

a b
= a;bz _azbl.

az be

Examinando los numeradores de las férmulas [3] se ve inmediata-

mente que también son determinantes
a b a

=c¢1by — by N = Q1€ — A2 C1 .

Cy bz dg Co

En consecuencia, r e y quedan expresados como cocientes de los de-
terminantes

C1 bl a €
Ca bz as Cg
r = ;oY = . (4]
a b] 3 b1 H
[42) bz (123 bg
En el determinante
ay b1
as by
. ay b1
tenemos dos filas a;, by y @, by y dos columnas —y ; ai, by, az, be
az 2

se llaman elementos del determinante. Los determinantes de los nume-
radores se obtienen reemplazando en

dy b1

as  be

los elementos de la primera y segunda columnas por ¢ y ¢, respecti-
vamente.

Por medio de las férmulas [4], las soluciones del sistema dado pueden
ser calculadas facilmente siempre que el determinante de este sistema
no sea cero. Los casos que pueden presentarse cuando este determi-
nante es cero se examinarin més adelante al referirnos a la resolucién
general de los sistemas de cuaciones lineales con cualquier ndmero de
incégnitas.

Ejemplo 1. Si queremos resolver el sistema
7z—3y=1 ; 6z+5y =3,
aplicando las férmulas (4), calculamos los determinantes:

7 —3 1 -3 7 1

= 53;

6 5 3 5
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y dividiendo los dos dltimos por el primero, hallamos:

14 15
"% YT
Problemas
Resolver por determinantes
1. 6z 4+ 2y = 25, 2.5z—3y =1,
7z +3y =20. 4z 4+ 7y =5.
3. 10z— T7y=1, 4. 21z + 13y =1,
loz—11y = 2. 5z4 3y =1
S.ar4+(a+1 1 6. — Y _ -9
. =1, . =2a,
o e+ by a+b a—b
atlz 4+ (a?— 1)y = a. x—y = 4ab.
2 3

7. ——— =1, 8.3z—4y =2uay,
“ 4z—5y =3zy.
T =1
z oy

2. Polinomios con varias variables. — Considerando las letras
a1, by, a;, by como indeterminadas o variables, vemos que el determi-
nante
ay b1

‘= albz—agbl,
as bz

es una funcién racional entera o un polinomio de cuatro variables a;,
b1, ag, bs.

No sélo en la discusién de los determinantes sino también més ade-
lante, tendremos ocasién de tratar con funciones racionales enteras o
polinomios de varias variables, y es necesario explicar qué significado
se da a estos términos. Siendo las letras z, y, z,... variables o indeter-
minadas, una expresién de la forma

A zzydar ...
donde A es una constante numérica y los exponentes «, 8, 7, ... son
enteros positivos, se llama monomio de variables z, ¥, 2, ..., siendo A

su coeficiente. Monomios semejantes son aquellos en que los exponentes
de las mismas letras son iguales. Una. expresién que consta de varios
monomios vinculados entre si por los signos 4+ 6 — se llama funcién
racional entera de variables z, y, 2, ... o polinomio en z, y, ¢, ..., mien-
tras que los monomios que lo componen se llaman términos. Todo poli-
nomio puede escribirse de modo que los monomios que lo constituyen
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no sean semejantes; tal forma puede llamarse forma reducida. En los
ejemplos siguientes:

r—2y ; 2 +ayty ; -y t+adt—y+1,

tenemos polinomios de dos variables presentados en forma reducida.
Las expresiones

Oy P —6ryz ; Pytyre+de ; 28y Tty t2,

son polinomios de tres variables, y en la misma forma pueden escribirse
ejemplos de polinomios de cuatro o més variables. Dos polinomios con
las mismas variables se consideran iguales si, presentados en forma re-
ducida, sus términos semejantes son idénticos. Nétese que escribiendo
términos con coeficiente cero, o por el contrario, eliminando éstos, el
polinomio no cambia. Un polinomio es idénticamente nulo si los coefi-
cientes de todos sus términos son cero. Se consideran conocidas de
los cursos elementales de dlgebra la suma, resta y multiplicacién de
polinomios. Los polinomios de varias variables se clasifican de acuerdo
a su grado. La suma de los exponentes de las variables en un monomio
constituye el grado. El grado méximc de los monomios que componen
un polimonio que no sea idénticamente nulo es el grado del polinomio.
Asf los polinomios

@+ 2ty —322 +y +H 1 a2yt +oate + 2ty —2x + 4y,

son, respectivamente, de tercero y cuarto grado. Un polinomio se llama
homogéneo de grado m si todos los momentos que lo constituyen tienen
el mismo grado m. Asi, los polinomios

zt+2y—3z ; @ —zy + ¥ ; 22yt + 2t 4 2t —3atyz,

son polinomios homogéneos de primero, segundo v cuarto grados.

Los polinomios homogéneos son llamados a menudo exrpresiones. Las
expresiones de primer grado se llaman expresiones lineales; las de se-
gundo, tercero,... se llaman expresiones cuadraticas, cibicas, ete. La
expresién lineal general de variables, z, y, 2, ..., v es

ar +by +ez+ ... + W,

donde @, b, ¢, ..., | son constantes. A menudo, al operar con funciones:
racionales enteras de varias variables, se presta especial atencion a algu-
nas de estas variables, por ejemplo: z, ¥, ..., t ¥ la funcién se escribe
como un polinomio en x, ¥, ..., cuyos coeficientes son polinomios.
en las restantes variables. También aqui podemos hablar del grado de
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esta funcién con respecto a las variables elegidas, o del grado general
si es homogéneo. Asi, la funcién racicnal entera en cuatro variables

xz + yt,

es lineal y homogénea con respecto a z, y y también lo es con respecto
a 2, {. Del mismo modo
zzy + 22 + (22 + 1) ¥,

es homogénea de segundo grado con respecto a z, y; escribiendo la misma
expresién en la forma

v'e + (@ + ) 8+ oayz,

podemos decir que es de segundo grado en z, ¢, pero no homogénea.

Problemas
1. ;Cuiles son los grados de los siguientes polinomios?
(@) zyz + 22y + y’z + 1. ® By+yPz+622yta
() @22+ ay) B—1) +22y2 () (2—ay)2x— Tzt 22
2. ;Cudles de los siguientes polinomios son homogéneos y cudles no lo son?
(@) 2 +y* — 3 zyz. ®) 2+ + 2y —3ay.
(c) ot — 622y + 2t — 2 2% 212 (d) 28 + y® + 28 — 3 zyz.

3. Demostrar que un polinomio en z, y, z es divisible por (zx —y) (z —2) (y — 2)
8l se anvla para z =y, =2, y =z

4. Hallar un polinomio homogéneo de cuarto grado en las variables z, ¥, z que se anule
para x =y, r =2, y =z y tome valores 1, 2, 3, respectivamente, para

r=—1, y= 1, =z= 0,
z = 1, y=—1, =z= 0,
Tz = 0, y= 1, z=—1.

5. Demostrar que z® + y® + 2> — 3 zyz tiene un factor z + y -+ z y hallar el otro
factor. Demostrar que este factor no puede anularse para valores reales de z, y, z excep-
to cuando z =y = 2.

3. Propiedades caracteristicas de los determinantes de segundo
orden. — Volviendo al determinante

ay b1
= a1 by —ay bl,

[27] bz

se advierte a primera vista que es una funcién de las variables ai, b,
as, ba y tiene las siguientes propiedades:
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1. Ordenadas las variables en un cuadro
(o o)
asg b2
llamado matriz, el determinante es una funcién lineal homogénea de
los elementos de cada fila de esta matriz.

2. El determinante se anula si dos filas son idénticas.
3. Para la matriz especial
10
(o 1)

el determinante toma el valor 1.

Veremos ahora que con estas propiedades queda totalmente caracte-
rizado el determinante de segundo orden.

Establezcamos ahora el problema més general de hallar todas las
funciones racionales enteras de cuatro elementos de una matriz

(a1 b1
as by )
que poseen las dos propiedades siguientes:

1. Son funciones lineales homogéneas de los elementos de cada fila.

2. Se anulan si dos filas de la matriz son idénticas.

Por la primera propiedad la funcién que buscamos debe ser de la
forma:

Aa; + Bby = F (a4, by, a2, b2),
y A y B son, a su vez, expresiones lineales y homogéneas en az, bs:
A=C1(12+Cgb2 B=D1(12+D2b2,
de modo que
F ((11, b1, Qas, bz) = (01 (423 + Cz b2) a: + (Dl as + D2 b?) bl; [1]

de coeficientes Cy, Cs; Dy, D; independientes de aj, bi; ao, bs. Reempla-
zando ai, by; as, bs, respectivamente, por @y + as; by —+ ba; a2 + ay, be + by,
tendremos, por la segunda propiedad

F(a; +a2,b1 +b2,a2+a1,b2+b1)=0,

porque dos filas de la matriz

((11+a2 bl-l-bz)
a: + a1 be + b ’
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son idénticas. Por otra parte, por ser F una funcién lineal homogénea
con respecto a los dos primeros argumentos, tenemos que:

Fay +as, by +bs, az+ a1, ba +b) =
= F(ai, by, az + ar, be + by) + F (ag, by, a2 + a1, b2 + by).
Teniendo en cuenta que F también es lineal y homogénea con res-
pecto a los dos ultimos argumentos, tenemos:
F (ay, by, az + a1, by + b1) = F (ay, by, @, b2) + F (aq, by, a4, by)
F (ag, by, a2 + ay, by + b1) = F (ag, ba, az, b)) + F (as, by, a1, by).

Pero, aplicando nuevamente la segunda propiedad

F(Ch, bl} as, bl) =0 ; F(a?’ b2: Qg, b2) = 0)

en consecuencia
F (al, bl, as + a, bz + b1) =F (al, bl, ag, bz)
F (az, by, a2 + a1, be + b1) = F (ag, by, a1, by)
y
F (ay, by, as, bs) + F (az, by, ay, by) =
= F(al + as, by + bz, az -+ al,bz ~+ bl) = 07
0 sea
F (a4, by, a3, b2) = — F (az, bs, a4, by) (2]
Esto significa que F cambia de signo cuando dos filas de la matriz
de la que depende se intercambian. Por [1]
F (ay, by, as, b2) = (Cras + Cabs) a1 + (Dras + Dabs) by,
F (as, by, a1, b1) = (Crar + Coby) az + (Dyar + Daby) be,

que combinadas con [2] conducen a la identidad:

(Crae + Cabs) a1 + (D1az + Dybs) by =
= — (C1a1 + Czbl) as — (Dlal + Dzbl) b2;

v de esta identidad se desprende que:
Cl=0, D2=0, Cg=—‘D1.
Sustituyendo Cy =0, Dy =0, C, = C, D = —C en la expresién
de F tendremos

F (ay, by, as, ba) = C (arbs —azby) = € | @ 01

ag bz
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y en consecuencia todas las funciones de la matriz
@ b
( az b )
que satisfacen las propiedades 1 y 2 difieren del determinante

ay b1

aa bz

sélo por un factor independiente de las variables ai, bi; az, b.. En par-
ticular, si ademas de las condiciones 1 y 2 la funcién que buscamos
toma el valor 1 para la matriz especial

(o 1)

serd idéntica con el determinante antes mencionado.

Todas las propiedades de los determinantes de segundo orden se
deducen fécilmente si los consideramos como funciones de una matriz
que satisfaga las propiedades caracteristicas 1, 2 y 3. Mds adelante
discutiremos desde el mismo punto de vista las propiedades de los de-
terminantes en general, y aqui nos limitaremos a demostrar cémo puede
establecerse facilmente el teorema de multiplicacién para determinantes
de segundo orden.

Sean dos determinantes:

a b

D, =
¢ ds

Cy d1 '

[22) bz
Sumando los productos de los elementos de cada una de las filas de

D1 por los elementos correspondientes de las columnas de Dy, formamos
un nuevo determinaante

D =

ai ¢y + bl Cs Q1 dl -+ b dZ
a9 C1 + bz Co Qg d1 + b2 dZ

El teorema de multiplicaciéon de determinantes establece que:

D =D, D,.

Para demostrar este teorema consideremos ai, bi; az, b2 como variables.
Entonces D es una funcién lineal de la matriz

( ay bl
021 bz )
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homogénea en los elementos de cada fila, que se anula cuando dos filas
son idénticas. En consecuencia

D=¢C
as bz

a1 61'

donde C no depende de las variables aj, by; az, bs. Para la matriz

(o 1)

D se reduce al determinante
Cy d1

=D,
Co dz
b
y oo se hace 0 =
Qg b2
Por lo tanto:
C = D2
v
D = D D,,
como deseibamos demostrar.
Problemas

1. Verificar las siguientes propiedades de los determinantes:

a+e b a b e b
(a) = .
c+f d ¢ d f d
a-te b+yg a b e b a g e g
() = + +
c+f d+h c d f d c h S A
2. Verificar la identidad:
aa+bf+tcy ao"+bp ey
al % + bl B + cl Y al al + bl BI + cl Y, -
a b a @ a ¢ a Y b ¢ B v
= + + .
al bl al Bl al cl al _rl bl c’ BI Y’

Hégase uso de las identidades del Problema 1.
3. Deducir del Problema 2 que:

@+ 9 +2°) (@2 +y? + 2" = (22’ +yy’ +22) +
+ =y — 2y + (22" — 2 2)2 + (y2' — y’ 2
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4. ;Qué identidad similar a la del Problema 2 puede hallarse para el siguiente deter-
nante?

a2+bB+cy+dd ad+bg +cy +d¥
a’a+b’6+c’y+d’8 alal+blﬁl+clyl+dIBl

5. Demostrar que:

z+iy —z4it -y 2 — P+iQ —R+iS
z 41t T —1y \—z’——it’ z 4y - R 418 P —iQ
donde
P=gz +yy +zz/ +t : Q= —uzy 4y + o’ — 1,
R=—zx +yt' —zz' —ty ; S=—at +yd —2a) +tz.

Deddzcase, de alli, la identidad de Euler:
@+ +24+) @+ 2422+ = @' gy b+ U+
4 @y —yr —at F )+ (w2 — oyt e ) A+ (@t — vy oy — i)

4. Los determinantes como funciones de las matrices. — Como
hemos visto, los determinantes de segundo orden pueden ser expre-
sados como funciones de matrices de la forma

ay b1
as be
que poseen ciertas propiedades caracteristicas. Nada nos impide genera-

lizar estas consideraciones. En lugar de una matriz de cuatro elementos
podemos considerar una matriz de n* elementos

ay b1 C1 ... ll
22 b2 Co lz
a,. b, c.... 1,

ordenados en n filas v # columnas, y buscar todas las funciones racionales
enteras de los n? elementos de esta matriz, considerados como variables,
que poseen las tres propiedades siguientes:

1. Son funciones lineales homogéneas de los elementos de cada fila

de la matriz.
2. Se anulan idénticamente si dos filas de la matriz son idénticas.

3. Toman el valor 1 para la matriz especial

1 0 0...0
01 0...0

0 0 0...1
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cuyos elementos son todos ceros excepto los de la diagonal principal,
que son iguales a 1.

Veremos que existe una sola funcién racional entera que satisface
estas exigencias, y esta funcién se llama determinante de n? elementos
o de orden enésimo, y se lo representa con el simbolo

[45% bl ... l1
aa b2 Ca lz
a, b, ¢, l,

5. Determinantes de tercer orden. — El método para la solucién
del problema general enunciado en el parrafo 4 se entenders mejor si
consideramos primero el caso particular de n = 3. Ser4 conveniente adop-
tar una notacién especial para los elementos de la matriz. En lugar de
usar letras e indices diferentes para distinguir elementos y filas dis-
tintos, usaremos la misma letra con dos indices, por ejemplo: ay, indi-
cando el primer {ndice el nimero de la fila (de arriba hacia abajo) y
el segundo indice el ndmero de la columna (de izquierda a derecha)
en que se encuentra la letra. Asi, en el caso de n = 3 la matriz sera:

an G2 Q13
Qg1 OG22 Qa3
Q31 Q32 Qa3;

Las filas de esta matriz se designarin con las letras Ry, R,, R; y un
simbolo tal como R, + R, representard una fila compuesta de los ecle-
mentos

ain + Qa1 ; Qg + Qo2 ; s+ Qg3
Designaremos con el simbolo
F (Rly RZ; R3) ]
la funcién de los nueve elementos a; (¢, = 1,2, 3) que satisface las
condiciones 1, 2 y 3 del parrafo 4. Partiendo de la propiedad 1 y 2 puede

demostrarse que esta funcién cambia su signo si dos filas R se intercam-
bian de modo que

F (Rz, Ry, R;) = —F (RI: R2: Rs)
F (R3, Rs, Ry) = — F (R4, R», R5) (1]
F (R1, Ra, Rz) = —F (Rx- Rz, Rs)

Siendo la demostracién la misma en todos los casos, basta probar
la primera de estas identidades. Consideremos la funcién

F(Ri+ R, , R: + R, , R;).
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Por ser F una funcién lineal y homogénea de los elementos de la pri-
mera fila de la matriz, tenemos:

F(R1+R2,R2+R1,R3)=F(R1,R2+R1,R3) +
+F(R2,R2+R1,R3).

Adem4s, siendo F lineal y homogénea con respecto a los elementos
de la segunda fila, tenemos:
F (Rl, Rz + Rl, Ra) =F (Rl, Rz, Rs) + F (Rl, Rl; R3)
F (Rz, Rz + R1, Ra) F (R2, Rz, R3) + F (RZy Rl) R3)

y
F (Rl + RZ, R, + Rl; Ra) = F(Rly RZ: R3) + F (RZ, er R3) +
+ F (R1, R1, R3> + F (R2, RZ, R3) .

Por la segunda propiedad, F se anula cuando dos filas son idénticas,
por lo tanto:

F(R1 +R2, R2+R1, Rs) = 0, F(R1, R1, Rs) = 0,
F (Rs, B2, Rs) = 0.

Debido a ésto, las identidades precedentes se reducen a:
0 = F (Ry, Re, R3) + F (Re, Ry, R3)
F (Ro, Ry, Rs) = — F (Ry, By, By)

como deseibamos demostrar.

Ademés, siendo F lineal y homogénea con respecto a los elementos de
cada una de las filas R;, Rs, R estarid constituida sélo por términos de
la forma

Aa, 8,7 Q1a G2g A3y,

donde A, g , es independiente de los elementos a; y donde los indices
@, B, v pueden tomar los valores 1, 2, 3. Usando el signo de sumatoria,
F puede escribirse asi:

F =2 Aq 4,y G1a G2 Gy,

y queda por ver qué otras condiciones deben reunir los coeficientes
A, g ¢ Dara que se cumpla la condicién 2. La condicién 1 se satisface
independientemente de los valores de estos coeficientes. Las identida-
des [1] se desprenden de la condicién 2 y, reciprocamente, la satisfacen.
Basta, por lo tanto, que:

F (R1, Rz, R3) =2 Aa' 8,y Q1a Q2 A3y,
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satisfaga las identidades [1]. Ahora:
F (Rz, R, R) =% A, 8,v Q24 Q1 Aoy,

-0 bien, poniendo « en lugar de @ y 8 en lugar de a, lo que puede hacerse
puesto que « y $ toman los mismos valores:

= (Rz, Rl, Rs) = E Ae, a, vy Qig O2p A3y .

Aqui también «, @8, v estda comprendidos entre los valores 1, 2, 3.
Asi:

2 Apay 12Oz 03y = — I Ag gy G O A3y,

y esta identidad implica que:

Agay = — Ao py- [2a]
En la misma forma

Ayge= —Asgy, (2]

Agvg = —Ag . [2¢]

Si dos de los indices «, 3, v son iguales, el coeficiente correspondiente
serd cero. Porque si, por ejemplo, « = B, tenemos por [2a]

Aa,a,-r = - Aa,a,'r-

Es decir: A4, 0y = 0.

Por lo tanto, en la expresién de F sélo aparecen los términos corres-
pondientes a distintos valores de «, 8, v; @ By debe ser una de las seis
permutaciones de los nimeros 1, 2, 3. Estas seis permutaciones son

123 213
231 321
312 132

Y, por [2a], [2b] y [2¢] entre los coeficientes correspondientes existen
las siguientes relaciones:

Az,1,3=—A1,z,3; A2,3,1=—“Az,1,a=/11,2,3;
A3,2,1= “‘Az,a,1= —Al,z,a; A3,1,2=—A3,2,1=A1,2,3;
111, 32 = _—AI; 2y 3y

de modo que los cinco coeficientes pueden ser expresados por el sexto.
Haciendo, para abreviar:

Ay g3 = C,
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tendremos:
A1,2,3 = Az, 31 = 443,1,2 = C,
Ao 1,3 = Asy 0,1 = A1, 52 = — C,
y
F = C (a1 @22 033 + 012 Q23 G31 + Q13 G 032 — Qrz2 A1 A3z — Qi3 Qg2 G31 —
— Q11 dg23 as2) .

Tal es la expresién general de las funciones que satisfacen las condi-
ciones 1 y 2. Si, adem4s, F toma el valor 1 para la matriz particular

1 0 0
01 0]},
0 0 1

considerando que la expresién por la que estd multiplicado C toma el
valor 1 para esta matriz, es evidente que C = 1. En consecuencia,
existe sélo una funcién racional entera de nueve elementos ay, que
satisface las condiciones 1, 2 y 3, que es:

Qg1 Aoz Q33 F Gig Qs A3y -+ @13 Aoy A3z — Q2 Aoy @33 — Q13 Uo2 (31 — G11 Qa3 G32 .

Esta expresién se llama determinante de nueve elementos o d2 tercer
orden y se representa por el simbolo

a1 Q12 Qs
A1 Q2 Qg3 |.

a3 A3z A3z

No desarrollaremos aqui las propiedades del determinante de terces
orden, pero es muy facil estudiarlos en el caso general de determinanter
de cualquier orden. Nos concretaremos a dar una regla mnemotécnica
para la formacién de los términos del determinante de tercer orden,
que vale sélc en este caso particular. Para escribir los seis términos del
determinante

a b ¢ '
as bz Co |.
as bs C3

formamos una tabla
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y tomamos los productos de los elementos de las diagonales descen-
dentes con signo 4+ y los de las ascendentes con signo —. El conjunto
de los seis términos asi obtenidos:

arbacs+ bicoas +c1azbs —asbscy —bscoar—czas by,

serd el determinante

o b oo
ag bz Co
as ba C3

Por ejemplo, el valor del determinante

1 2 3
3 1 2
6 4 5

hallado por esta regla es:

54+244+36—18 —8 —30=09.

Problemas
Las siguientes propiedades valen para los determinantes de cualquier orden y serdn
comprobadas més adelante de manera general. Para determinantes de tercer orden pueden

ser verificadas fdcilmente.

1. Demostrar que:

a b oa a az: as
as ba ¢z = by b: bs
as bs c3 ¢ C2 C3

{C6mo puede expresarse en palabras esta propiedad?

2. Demostrar que:

ma; mby  ma o b oa

nay mby ne:| = mnp (@ b ¢

pas  pbs PG as bi ¢
Yy que

may nb  pa a b o

ma: mby pes| = mnp [a b ¢

ma; nb;  pe; as b ¢
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3. De acuerdo a lo establecido en los Problemas: 1 y 2, demostrar que:

0 a b

—b —c 0
4. Demostrar que
a+d b oo a b o di b o
g +dy b2 2| = |a by 2| + {d b ¢
as; +d; b ¢ as by ¢ ds bs ¢

;Cuéles son los resultados correspondientes si la primera columna se deja invariable
pero by, bz, bs (6 c1, ¢, ¢3) se reemplazan por by + di, b: + do, b3 + ds (6 ¢c1 + di, ¢ + ds,
¢; + ds)? jExiste una propiedad similar con respecto a las filas?

5. Demostrar que un determinante de tercer orden no varia si a los elementos de una
fila (o columna) cualquiera se le suman los elementos de otra fila (o columna) multi-
plicados por un factor arbitrario.

6. Demostrar que

(@)1 2 3 ®1it 2 3
2 3 4| =0. 3 4 5| =0
3 4 5 5 6 7
7. Demostrar que
@1 11 1 0 0 1 00
3 4 2| =13 1 —1| =8 —3 0
5 1 6 5 —4 1 5 —4 1
® {1 6 7 1 6 2 -3 0 0 1 00
2 35| =323 1|l=3|—220=18(1 —10
4 1 7 4 11 4 1 1 4 11

8. Demostrar que
1 1+4a 14be
1 14+ad 14+bd| = 0.
1 1+4+ae 1+ be

9, Demostrar que

—

o

o
%
]

b—a)(c—a)|0 1 b
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10. Un determinante puede desarrollarse por los elementos de una fila o columna
cualquiera. Por ejemplo

a b o«

by e az C: ax b:
a b | = @ — b + ¢

by ¢ az 3 a; by
asz ba C3
a; b1 C1

a2 C2 a ¢ ay €
a by | =—b + b — b;

az 3 as C3 az C2
as bs cs3

En estos desarrollos los elementos de una fila o columna est4n multiplicados por de-

terminantes de orden 2 tomados con signo + 6 —, que se obtienen eliminando la fila
v la columna a las que pertenece el elemento que se considera. Hallar una regla para
determinar cudndo se usa un signo + y cudndo —. Estos desarrollos disminuyen ripi-

damente el orden de un determinante en el que todos los elementos menos uno en una
fila o una columna son ceros.

11. Utilicese el método indicado en el Problema 10 para hallar el valor numérico de
los determinantes (a) y (b) del problema 7.

12. Demostrar que

(@) |1 a a
1 b5 8| =(—a)c—ddh—a).
1 ¢ &
® |1 a a
1 b 83| =1(c—a)lc—b(b—a)a+b+c).
1 ¢ ¢

13. Hallar el valor numérico de los determinantes

(@ |2 10 7 @® [0 5 4
5 3 11. 8 11 7
7 2 4 6 12 14

14. Demostrar que

—a z c| = x4+ a®+ b+ ¢?).

—b —c¢ =z

6 Permutaciones pares e impares, — Para explicar un determi-
nante de orden superior, el procedimiento a usar es totalmente andlogo
al empleado en el caso de determinantes de tercer orden, excepto que
serd necesario expresar algunas propiedades de las permutaciones, que
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en ese caso particular no eran tan necesarias como lo son en el caso
general. Sean los nimeros 1, 2, 3, ..., n escritos en orden creciente

1 2 3 ...n.
Este se llamara orden natural. Colocando estos enteros de modo que

el primer lugar sea ocupado por 7;, el segundo por i, el tercero por s,
ete., tenemos una permutacion

’L'1 7?2 ’L's e Z.,. .
Asi
6 5 1 3 4 2,

es una permutacién de seis ndmeros 1, 2, 3, 4, 5, 6. El ntimero de per-
mutaciones de » nimeros es:

1.2.3...n=n!
Luego, el nimero de las permutaciones de 2, 3, 4, 5, 6, 7 ndmeros
eg, respectivamente:
21= 2;3!= 6 ;4= 24,
51 =120 ; 6! = 720 ; 7! = 5040.
Intercambiando en una permutacién
D109 o+« Talagl - -« 16 v In,

dos elementos ¢, ¢ 73 v dejando los otros elementos en sus lugares, pa-
samos a otra permutacién

[ PP U

que resulta de la anterior por una transposicién de ¢, e 7.
Toda permutacién puede obtenerse de la permutacién

1 2 3 ... n,

en la que los elementos estdn colocados en orden natural, por una serie
de sucesivas transposiciones. Por ejemplo, la permutacién

7 6 8 3 5 1 4 2
puede obtenerse de

1 2 3 45 6 7 8,
realizando sucesivamente las siguientes transposiciones: (a) 1 y 6; (b)
2y8;(c)3y4;(d)4dyT7,(e)6y8;(f) 7y 8 También puede obte-

nerse por otra serie de transposiciones: (a) 1 v 4; (b)) 1 vy 7; (¢) 2 ¥y 8;
@3y8(6yl;(H)6y4;(@6y7 (R)6y3.
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En general hay una infinita variedad de formas de pasar de una per-
mutacién a otra por una serie de sucesivas transposiciones. Pero es im-
portante establecer que el nimero de transposiciones usado para ello
es siempre par o impar, no importa qué transposiciones se empleen.
La prueba de este hecho puede basarse en la nocién de inversién. Si en
una permutacién

B fy .. i,

un elemento 7, es seguido por un elemento menor, decimos que hay
una inversién relativa a 7, y a ese elemento. El nimero de elementos
que siguen a 7, y que son menores que él, da el ndimero total de in-
versiones relativas a 7,. El ndimero de inversiones relativo a todos los
elementos de una permutacién puede llamarse el indice I de esa permu-
tacién. El indice es un nimero completamente determinado por la
permutacién. Considerando, por ejemplo, la permutacién

76 853 1 4 2,

contamos
Nimero de inversiones relativas a

HOWN OO
= OT 00 00 O~

El indice de la permutacién es, por lo tanto:

I=6+5+54+24+34+04+1=22,

LeMa: 87 en una permutacion
%2 ... In,

dos elementos 1, e ig se transponen, el {ndice varfa en un nimero impar.

DzemosTraCION: Supongamos primero que 7g siga inmediatamente a
ie, de modo que § = « 4 1. Al contar el nimero de inversiones es con-
veniente dividir la permutacién en tres partes:

2122 ... %g1 ; ":a'iu+1 3 i,,.,_z cee .

Sea A el nlimero de inversiones relativo a la primera parte, y Bel
relativo a la tercera parte, siendo P y @ los ntmeros de inversiones
relativos a 7, € 7,+1. Entonces:

I=A4+B+P+Q.
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Luego de transponer i, e ¢, tenemos otra permutacion, que estd a su
vez dividida en tres secciones:

102 ... Tacl 5 lafile § Za42 - - ln.

Su indice I, llamando P’ y @' los nidmeros de inversiones relativos a
Tl € gy €5:

I''=A+B+P +¢Q.
Sean M y N los nimeros de elementos de la seccién
Tat2 -« - Tn,
respectivamente menores que ?, € 7,4.;. Entonces:
P=M,;Q=N,
en caso de que 2, < fgt+1, ¥
P=M4+1;Q@Q=N,
en caso de que 17, > 7,41 Similarmente
PP=N+1,;Q =M,
en caso de que 1, < tp41, ¥
PP=N;Q =M,
en caso de que 7, > 7,41. Por lo tanto:
P+Q —FP+Q =1 6 —1,
segin sea 7, < ig41 O 7, > 1441, Y, €N consecuencia:
I'=1x%+1,
es decir, el indice crece o decrece en una unidad luego de transponer
dos elementos consecutivos.
Supongamos ahora que los elementos transpuestos no sean consecu-

tivos y sea [ el nimero de elementos entre ellos.
Entonces, de la permutacién

’i1...ia...ia...1'n,

pasamos a la permutacién

por las siguientes transposiciones de elementos consecutivos: (a) ! trans-
posiciones de 7, con elementos consecutivos, que lo colocan antes de ig;
(b) una transposicién que coloca a i, en la posicién ocupada por 7s y
asi 75 precede a 7.; (¢) [ transposiciones de 73 con los elementos inmediatos
que lo llevan al lugar anteriormente ocupado por 7.. El pasaje de una
permutacién a la otra se cumple asi por 21 4 1 transposiciones sucesivas
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de elementos consecutivos, y puesto que en cada transposicién aumenta
o disminuye el indice en una unidad, el indice de la permutacién

PR P AU

difiere del de la permutacién

en un nimero impar, y de esta manera queda demostrado el enunciado.
Supongamos ahora que la permutacién

N iz i,,,

se obtiene de
12 ... mn,

por r transposiciones. Por ser cero el indice de la dltima permutacién,
¥ puesto que las r transposiciones provocan incrementos impares 2 by + 1,
2hs 4+ 1,..., 2k, + 1, el indice I de la permutacién

B da ... i,
seré
I'=r+2(M+h+ ... +h)=r+2h.

Por lo tanto, r serd par o impar segin sea I par o impar. Las permu-
taciones que resultan de 1,2 ... n por un ntimero par o impar de trans-
posiciones se llaman, respectivamente, permutaciones pares o impares.
La permutacién resultante de una permutacién par, por una transpo-
sicién, serd impar, y viceversa. Es facil demostrar que entre las n! per-
mutaciones de 1, 2,3 ... n hay igual nimero de permutaciones pares
e impares. Llamamos R y R’ los nimeros de permutaciones pares e im-
pares respectivamante. Transponiendo los dos primeros elementos de
cada una de las R permutaciones pares, resultan R’ permutaciones impares
distintas; por lo tanto R’ z R. Pero, razonando en la misma forma
R z R’, en consecuencia debe ser R’ = R. Siendo n! el ndmero total
de permutaciones, hay

—1—n !
2
permutaciones pares e impares.
Supongamos que
Ai:, T2 .0 aip?
es una cantidad que depende de n indices distintos 4, ¢s, ..., 7., cada
uno de los cuales debe ser uno de los ntimeros 1, 2, ..., n de modo que
21 ’52 P ’L',. 5

es una permutacién de estos nimeros. Supongamos ademés que cada
una de las n! cantidades posee la propiedad de cambiar su signo si se
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transponen dos indices cualesquiera, sin variar su valor absoluto; en
otras palabras, supongamds que:

A"'l’ R R TRERT R T _Ail’ ey dgy g ey it [1]
Sea I (¢, 12, ..., 1) el indice de la permutacién 4y, 7z, ..., in. Por el
lema demostrado anteriormente

(__ l)I G122y ..., 3p)

también satisface la condicién [1] y, en consecuencia

Ai], gy e d /(—— 1)1 Gy ie ... ty)

in/

no cambia si se transponen dos {ndices cualesquiera. Desde que todas
las permutaciones resultan de 1,2, ..., n por sucesivas transposiciones,
se deduce que el cociente anterior tiene el mismo valor para todas las
permutaciones. Llamando C a este cociente, tendremos

Ail’ B9y vy iy = E C,
tomando este cociente el signo + ¢ — segin que la permutacion i, 22, ...
..., 1, Sea par o impar.
Problemas

1. Hallar el ntimero de inversiones en cada una de las permutaciones

(@ 68175324; (b)) 213987654;
() 376125849,

2. jCuéles de las siguientes permutaciones son pares y cudles impares?

(@) 631254; ) 192837465;
(¢) 7156324,

3. Demostrar que la permutacién 1 6 5 3 2 4 puede obtenerse de 1 4 5 3 6 2 por un
n@imero par de transposiciones.

4. Escribir todas las permutaciones pares y todas las impares de los elementos 1, 2, 3, 4.

7. Determinantes en general. — Sera facil dar ahora una defi-
nicién general de un determinante de orden n. Sea

ann iz ... Qi
ag1 Qg2 [¢27%
Apn1 Apg ... Apn

una matriz de n? elementos a; distribuidos en n filas Ry, Bs, ..., RBa ¥
n columnas Cy, Cs, ..., Cn. Por conveniencia de razonamiento elegimos
la notacién de los elementos de dos indices, lo que indica claramente la
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fila y la columna a las que pertenece ¢l elemento. Considerando estos n?
elementos como variables, nos proponemos el problema de hallar todas
las funciones racionales enteras de ellos que satisfagan las tres con-
diciones siguientes:

1. Deben ser lineales y homogéneas en los elementos de cada fila de
la matriz.

2. Deben anularse idénticamente cuando dos filas sean idénticas.

3. Toman el valor de 1 para la matriz especial

1 0...0
0 1...0
0 0...1,

en la que ax =1y a; =0 para j =1.

El examen del problema demostrard que hay sélo una funcién que
satisface estas condiciones. La funcién que buscamos puede indicarse
convenientemente por

F(Ry R, ..., R,).
En primer lugar, vamos a demostrar que
F(R,...,Ry...,Rsy...,Ry) = —F(Ry,...,Rg...,R,, ..., Ry) [1]

de modo que F cambia de signo cuando dos filas R, y Rg se trasponen.
Consideremos la funcién

F(Rl, ...,R¢+R3, "‘:RB +Ra, ...,Rn).
Por ser idénticas las filas B, + Bz y Rz + R,, tenemos:
FRy..,Re +Rg,...,Rg + Rsy ..., Rs) =0. (2]

Por otra parte, por ser F lineal y homogénea en los elementos de
cada fila
F(Ry ...,Ri +Rs, ..., Re + R, ..., Ry) =
=F(R,..,RBR, ...,Rg + R, ..., Ry) +
+ F(Ry ..., Rgy ..., Re + R, ..., Ry,
y por la misma razén:
F(Rl, ...,R,, ...,Rg—I—R,, ...,Rn) =
=F(Ry, ...,Re ..., Rg ..., Ry) +
+FRy, ...,Rey ..., Rey ..., Rp)
F(Ry...,Rsy ..., Rg +Rs, ..., Rp) =
=F(Ry ...,Rg ..., Rg ..., Ry +
+F(R;,...,Re,...,Re, ..., Rs).
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Considerando la ecuacién [2] e identidades similares como ser:
F(Ry, ...,Ry ..., Re, ..., Ry) =
=F(R,...,Rs...,Rg,...,R;) =0,
encontramos:

0=F(Ry,..,Rey...,Rg ...,B) + F(Ry, ..., Re, ..., R, ..., Rn)

que es equivalente a la ecuacién [1]. Reciprocamente, suponiendo que
se satisface la ecuacién [1], se deduce que:

F(Ry...,Re ...,Re ...,R) = 0.

Es decir que las condiciones 1 y 2 juntas son equivalentes a la condi-
cién 1y que F se transforma en — F cuando se transponen dos filas.

En virtud de la condicién 1 la funcién pedida consistird de términos
de la forma

Ail, G2, 0,00 C14 Q25 . .. ani"
donde los indices 41, 42, ..., 7, toman independientemente los valores 1,
2, ...,n y donde
Aoy

es un coeficiente independiente de las variables a;. Podemos escribir:

F(Ry Ry, ...,R) =Z A4 iz ..., in Q1 G2 - - - Griy - [3]

Por transposicién de las filas R, y &g, tenemos:

F(Rl ...,Rg, ...,R,, ...,Rn) = EA,;I,,',.”','"aul asia...a,,-ﬁ oo Qpiy

o, reemplazando ¢, por 7z y reciprocamente, lo cual es permitido puesto
que tanto ¢, como iz toman los mismos valores:

F(Rl,...,Rﬁ,...,Ra,...,Rn) "—‘EA“

g vigr e in BLi 024 - - - Gniy [4]
Comparando las ecuaciones [3] y [4] vy teniendo en cuenta la identidad
[1] llegamos a la conclusién de que:

Aiv .

cey i@y ey gy cceyip — T Aiu seey g8y rey dgy tery [5]

para dos indices cualesquiera « v 3 distintos tomados entre los ntimeros
1,2, ...,n.
En caso de que 7, = 75, de [5]

A,", cen gy reey dgy revy By 0

y esto significa que en [3] se encuentran sélo aquellos términos que
corresponden a valores distintos 7y, 7s, ..., s, siendo %, %, ..., 7, una
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permutacién de los ndmeros 1, 2, 3,...,n. De [5] y de acuerdo con
lo enunciado al final del péarrafo:

As'u i e ipy = C
donde el signo es + 6 — segin que 7y, %, ...,7, Sea una permutacién

par o impar. Asi, todas las funciones F que satisfacen las condiciones
1y 2 son de la forma

F=CZX = ol ST ST AN/ P

donde la sumatoria se extiende a todas las permutaciones de los indices;
el signo =+ se elige en la forma indicada y C es una cantidad indepen-
diente de los elementos de la matriz. Ahora para la matriz especial en
la que a;i = 1 y a;; = 051 j 4, la suma se reduce a un término

A1 Qeg «.. Gpn = 1,

v, por otra parte, si se satisface la condicién 3, F toma el valor 1, siendo
en este caso C' = 1. Asi, si se cumplen todas las condiciones:

F=%+tay,a... Qnip

estando la sumatoria extendida a todas las permutaciones 1,2,...,n
y para cada permutacién el producto

Q13 024y - -« Qniyy,

tomado con el signo -+ 6 — segidn que la permutacién sea par o impar.
La suma representada por F se llama determinante de enésimo orden
o determinante de los n? elementos a;; y se representa con el simbolo

i1 G2 ... Q1
Q21 Qa2 Q2n
Qg1 Qu2 (7%

A veces se usa la notacién abreviada
| ai |

que no debe ser confundida, por supuesto, con el valor absoluto de la
cantidad a;,.

El nimero de términos del determinante de orden 7 es el mismo que
el nimero de permutaciones de n objetos, es decir n!, y la mitad de ellos
estd precedido por el signo 4+ y la otra mitad por el signo —.

8. Propiedades de los determinantes. — Puesto que el ndmero
de términos de un determinante crece muy ripidamente con su orden,
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la resolucién directa de determinantes basada en su definicién es im-
practicable; pero en muchos casos puede efectuarse, y a menudo sin
mucho trabajo, recurriendo a algunas de sus propiedades que ahora
examinaremos. Tomemos el término general

4= G145 024y -« oy Aniy -

Aqui los segundos indices iy, @, . . ., i, forman una cierta permutacién
de los ndmeros 1, 2, ..., n. Por lo tanto, los factores pueden ser ordena-
dos de modo que estos segundos indices sigan el orden natural mientras
los primeros formen una permutacién ji, js, . .., j» de los nimeros 1, 2,
...,n. Asi, el mismo término puede escribirse

=+ i1 Qjg - .. Qjpn s

Ahora, si se usan m transposiciones para pasarde 12 ... natid ... in
las mismas transposiciones realizadas en orden inverso volverin a los
segundos indices a su orden natural, y colocaran a los primeros indices,
originalmente en el orden natural, en el orden jijs ... jn. Por lo tanto,
las permutaciones 414 ..., G jij2...Jn son ambas pares o ambas
impares, y el signo = puede ser determinado con referencia a la segunda
en lugar de veferirlo a la primera permutacién. En consecuencia, el de-
terminante puede ser presentado como la suma

z + A1 Ajs2 - . - Ajpny

extendida a todas las permutaciones de los primeros indices, eligiendo el
signo 4+ 6 — segin que la permutacién sea par o impar.
Supongamos ahora que en el determinante

@11 12 ... Qin
a1 Q22 Q2
D= "
(2%} An2 QApn

se reemplazan las filas por las columnas y viceversa; ésto da otro deter-
minante

@11 Qo1 ... Qa1
D' = a2 Qa2 ... Gy
Qin Qgn 2293

cuyo elemento by perteneciente a la i-ésima fila y a la j-ésima fila es aji.
Por definicién.
D =%+ bljl bz_,', ‘e b,.jn,

donde los términos estdn precedidos por el signo + 6 — segin que
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Jije ... jn sea una permutacién par o impar. Por ser b; = a;, podemos
-escribir también
D=3+ A1 Gjg - . . Gjng,

pero, por lo dicho anteriormente, la misma suma representa también
al determinante D; por lo tanto:

D' =D.

Este importante resultado puede indicarse brevemente de la siguiente
manera: Un determinante no varia si se intercambian las filas con las
columnas y viceversa. Siendo un determinante una funcién lineat homo-
génea en los elementos de cada fila, es también una funcién lineal homo-
génea en los elementos de cada columna. Un determinante se anula cuando
dos de sus filas son idénticas. Por lo tanto, también se anula cuando dos
de sus columnas son idénticas. En general, para cualquier propiedad
que los determinantes puedan tener con respecto a sus filas, existe una
propiedad similar con respecto a sus columnas.

Como se demostré en el Parrafo 7, un determinante cambia solamente
su signo si se intercambian dos filas. Por lo tanto, también cambia sola-
mente su signo por intercambio de dos columnas.

Sea

J@, 2, .., 2.) =1 a2+ ...+ anz,,
una funcién lineal homogénea de variables i, o, . . ., zn. Es gvidente que
J(mzy, mzs, ..., mz,) = mf (21, 2, ..., 2,)
y
Ttttz oyt 2) =F Wy 00 (1,2, .., 2) .

Siendo los determinantes lineales y homogéneos con respecto a los
elementos de cada fila (y de cada columna) se desprende que reempla-
zando en un determinante D una fila ay, aa, ..., i poT Mmaq, mas, . .
<+ MGin, 0 una columna ai, G ..., Ani POr May, MAgi, . . ., Mang, €l
determinante resultante D’ es igual a D multiplicado por m:

D' =mD

0, dicho de otra manera, si los elementos de una fila (0o una columna)

se multiplican por un factor m, el determinante queda multiplicado por m.
Asf;

ay by C1 a b o

mas mby mel = m|a by c

as bs C3 as by c;3
y .

may b1 C1 ay bl 1

mag by c2 =m a b: o

may by s as by cs
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Un determinante se anula st los elementos de dos filas o dos columnas
son proporcionales. Supongamos, por ejemplo, que en un determinante
de cuarto orden
a by ¢ ds
aa bz Ca d2
as b;.; C3 d3

as by ¢4 dy

los elementos de la primera y tercera columna son proporcionales, es
decir que:

€1 = May ; C2 = Maz ; C3 = MA3 ; C4 = My

Entonces:
a b a4 o
as by az o
as by as c3
as by as 4

puesto que el determinante del segundo miembro tiene dos columnas
idénticas.

La segunda de las propiedades de las funciones lineales homogéneas
antes enunciadas, implica la siguiente proposicién: S¢ en un determinante
D los elementos de una fila son sumas

bit + Ci y bie + €y ..oy bin + Cin,y
entonces el determinante serd la suma de dos determinantes D' y D' en
los que las filas correspondientes son, respectivamente, ba, baa, ..., bin Y
Cit, Ciay - - -, Ciny, Siendo las otras filas las mismas de D. La wisma pro-

piedad es valida para las columnas. Asi:

a +di b a b o di b &
gz +de by e | = |a b 2| + | de by ¢
as + ds bs ¢ as by c3 d; bs c3

Una consecuencia particularmente importante de esta proposicién
es la siguiente: Un determinante D no cambia, si a cada elemento de una
fila (o columna) se suma el elemento correspondiente de otra fila (o co-
lumna) multiplicado por el mismo factor. En realidad, el nuevo determi-
nante D’ es igual a D més otro determinante que es igual a cero, puesto
que los elementos de dos filas (o columnas) son proporcionales. Asi:

ai bl C1 a b1 + mey €
as bz Cq = as bz + mcy C2

as b3 C3 as b3—|—mcs C3
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9. Ejemplos. — Las propiedades recién enunciadas pueden usarse
para transformar los determinantes, y a veces facilitan su resolucidn.
Los siguientes ejemplos mostrarin cémo pueden hacerse tales transfor-
maciones.

Ejemplo 1. Consideremos el siguiente determinante:
1 2 3 4
2 3
D =
3 4
4 5

[= B N

5
6
7

Restando la primera fila de la segunda (lo que significa que se suman a los elementos
de la segunda fila los de la primera multiplicades por —1) y luego restando los de la
primera fila de los de la tercera, obtenemos el determinante:

1 2 3 4
1111
2 2 2 2
4 5 6 7

que tiene el mismo valor de D. Pero en I’ los elementos de la tercera y de la segunda.
filas son proporcionales; por lo tanto D’ =0 y también D = 0.

Ejemplo 2. Consideremos el determinante

Sumando la segunda columna a la primera y luego a la tercera y a la cuarta, tenemos
otro determinante igual a D:

4 1 3 4
3 —1 1 3
D =
lo -1t 0o o
’3—1 14

Sdmese la primera fila de este determinante a la segunda, tercera y cuarta. Esto da:
4 1 3 4

7 0 4 7

4 ) 3 4
0 4 8



230 TEORIA DE ECUACIONES

Réstese ahora la tercera fila de la primera y la cuarta de la segunda:

0 1 0 0
0 0 0 —1
D =
4 0 3 4
7 0 4 8
e intercambiando la primera y la segunda columnas:
1 0 0 0
0 0 0 —1
D = —
0 4 3 4
0 7 4 8

Discutiremos alin mds este determinante en

Ejemplo 3. Consideremos el determinante

1 a b c+d

1 b ¢ a+d
D =

1 ¢ d a+bd

1 d a b+e¢

el Parrafo 11.

Sumando la segunda y la tercera columna a la dltima, lo que no cambia el valor del

determinante, tenemos:

1 a b a+b+c+d
1 b ¢ at+tb+c+d
D = =(a+b+c+d
1 ¢ d a+b+c+d
1 d a a+b+c+4d
Ejemplo 4. Sea
1 a be
D=1 b ac
1 ¢ ab

Multiplicando la primera, segunda y tercera filas por a,
determinante resultard multiplicado por abc; es decir,

o

a a* abc a at

abeD =1b bt abc| =abc|b b

2

c ¢ abe ¢ ¢

1 a

1 b
¢

1 d

bye,

1

1

1

b 1
¢ 1
=0,
d 1
a 1
respectivamente, el
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donde
a a* 1
D=|b b 1
c ¢ 1
e intercambiando columnas
1 a® a 1 a a 1 1 1
D=—|1 5 b|l=11 b b|{=}a b ¢
1 ¢ ¢ 1 ¢ ¢ at b ¢t

La tltima operacién consiste en cambiar filas por columnas, lo cual no altera el valor
del determinante.

Ejemplo 5. Sea

1 a a®
D=1 b b].
1 ¢ ¢

Réstese la segunda fila de la primera, luego la tercera de la segunda y siquese factor
comiin a —b y b —c. Entonces:

01 e+b
D=@—bb—c|0 1 b+ec
1 ¢ c?
Réstese ahora la segunda fila de la primera y sdquese el factor a —¢:
01 a+d 00 1
01 e+c¢c|l=@—ec)i0 1 b+c¢c

1 ¢ ct 1 ¢ c?

00 1
D=@—ba—c)b—c)|]0 1 b+c].
1 ¢ c?

Considerando a, b, ¢ como variables, el determinante D es de segundo grado con res—
pecto a cada una de ellas; pero también es de segundo grado el producto

(a—bda—c)b—2c).

En consecuencia:
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no contiene ahora b ni ¢, y su valor puede hallarse atribuyendo a b y ¢ valores especiales,

por ejemplo: b = ¢ = 0. Asi:
0

A =10

1

y finalmente:

D=-—(a—b)(a—c)b—c)

01 1
1 0fj=—|0
0 0 0

Problemas

Hallar el valor de los determinantes:

TEORIA DE ECU ACIONES

(@a—b{a—c)(c—b).

1. 1 3 5 7 2. 1 4 9 16
2 4 6 8 4 9 16 25
5 7 9 11 9 16 25 36
a b ¢ d 16 25 36 49
3. a b ¢ 4. 1 a b+e
3a+2b 3b+2¢c 3c+2a 1 & a+c¢
b ¢ a 1 ¢ a+b
5. 14z t4zeyy T4z 1+zam
14 miy: 1422y V4 2ay: 1+ 2492
14+ zys 1+ 22ys 1+2ays 1424y
14+ xys 14+ z2ys 1+ aays 1+ 20yt
6. 0 a b c d
—a 0 e b I'd
—b —e 0 h k
—c —f —h 0 l
—d —g —k —l 0
Demostrar que:
7. a +b b+c ¢ +a a b ¢
a+b btea atal=2}a b
a:+b batc: 2t as b
8. a+b a+c¢c b+ec 1 ¢ b
a4+c¢c a+b b+ec| =2@+b+ec) |1 b b
b4+¢c b+a a+tc 1 b a
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9. 1 22 22 O 1 210
01 2z z? 012 1
= gt
1 2 22 0 1 110
01 T z? 0111
10. 0 a b 011
at 0 ¢ | =a’h?c?|{1 0 1
[ 110
1. [0 a b ¢ 01 1 1
12, [ ¢ 9 28 1 = =
a 0 ¢ b 1 0 ¢ b
= 9 g6 g% | = 36| g g
b ¢ 0 a 1 ¢ 0 a
xls zi’ﬁ 236 CC4 I’ xls
c b a O 1 5 at 0
10. Desarrollo por filas y columnas. Menores y cofactores. —

El determinante, como funcién lineal homogénea de elementos de una
fila cualquiera, por ejemvlo la i-ésima, puede desarrollarse asi por los
elementos de esa fila:

D=Asaa+ ... +A5a5+ ... + Ainain,

dondz los coeficientes A;; (j = 1,2, ..., n) no contienen a ay, @i, - . ., G
El coeficiente A de a; en este desarrotlo se llama complemento o cofactor
del elemento ay. Este complemento est4 relacionado al determinante
de orden n — 1 obtenido de D, suprimiendo su i-ésima columna, sin
cambiar el orden de las otras filas y columnas. Este determinante D;;
de orden n —1 se llama menor correspondiente al elemento a;. Por
ejemplo, los menores que corresponden a los elementos ai, by y ¢, en
el determinante

a; b1 C1
as bz Ca
as b3 C3
son:
b2 Cy a ¢ ag b2
’ ’ .
ba C3 a3 C3 i G3 b3

El complemento A y el menor Dy estin relacionados intimamente

entre si; vamos a probar que:
A = (— D% Dy,
es decir que:

Ai; = Dy,
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si la fila y la columna ocupadas por a; tienen la misma paridad, y
Ay = — Dy,
en caso contrario. Probaremos primero esta importante relacién para el

primer elemento de la izquierda an. En el desarrollo.

D =Apan + Ao + ... + A6,

el complemento Ay no depende de au, s, - . -, G1n, ¥, €1 consecuencia,
no cambia al tomar valores particulares:
an=1;ae=aqi3 = ... =(l1n=0.
Por lo tanto:
i 0 0 ...0

Gy Gz Qa3 ... @
All — 21 22 23 2n
A1 Ap2 Ang ++ v Aun
Cuando en este determinante, de la segunda, tercera, ... n-ésima
fila se resta la primera multiplicada por aux, aa, .. ., On respectivamen-

te, el complemento An se representa por el determinante

10 0 ...0

dg2 Qa3 ... Qon
Au = 0 Qg2 A33 ... A3n
0 au Gus... Gun
que depende sélo de la matriz:
A2 C23 ... Q2a
B = a3z QA33 (3n
Apz Op3 Qnn

Evidentemente, Ay es una funcién racional entera de los elementos
de B, es lineal y homogénea con respecto a los elementos de cada fila
de B y se anula cuando dos de estas filas son idénticas, tomando el valor
1 en caso de que sea
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Por estas propiedades A1 queda indentificado como el determinante
de la matriz B, es decir:

Qoo Q23 ... A2,
a3z Q33 ... A3

All = » = D]l
[1%] An3 Apn

Para establecer la relacién entre el complemento A;; y el menor Dy
de un elemento arbitrario a;, la columna a la que pertenece este ele-
mento se transpone j veces con las columnas vecinas hasta que ocupe
el lugar de la primera y luego se transpone la i-ésima fila ¢ veces con las
filas adyacentés hasta que ocupe el lugar de la primera. Luego de estas
1 4+ j transposiciones de filas y columnas, en el nuevo determinante D’
el elemento a;; se encuentra en la esquina superior izquierda y su com-
plemento en D', como puede verse facilmente, es D;,; pero

D = D' (— 1)+,
en consecuencia, el complemento de @, en D es:
Ay = (— 1)+ Dy .
Un determinante también puede ser desarrollado por los elementos
de una columna. El desarrollo por los elementos de la j-ésima columna es:

D = Aljalj + A2j0,2, + + A,,ja,,,-.

Adviértase la siguiente propiedad importante de los complementos:
Cuando en un desarrollo

D =Anan + Aap + ... + AinGin,

los elementos de la 4-ésima fila son reemplazados por los elementos de
otra fila ap, Ak, ..., ags (kK % 1), la suma

Anap + Avare + ... + Aintin,

es el desarrollo de un determinante en el que la :-ésima y la k-ésima
filas son las mismas; por lo tanto:

Adanan + Apae+ ... + Ainap =0,
siendo k e 7 diferentes. En la misma forma:
Ay + dsgjan+ ... + Asja =0,

si k y 7 no son iguales.

11. Ejemplos. — El desarrollo de un determinante por filas o co-
lumnas junto con las transformaciones que deben efectuarse sobre él,



236 TEORIA DE ECUACIONES

proveen un método practico para calcular determinantes. Los siguientes
ejemplos mostrardn c6mo hacerlo.

Ejemplo 1. En el Ejemplo 2 del Parrafo 9 se demostré que

3 1 2 3 1 0 0o 0
4 —1 2 4 o ¢ o0 —I

D = -
1 -1 1 1 0o 4 3 4
4 —1 2 5 o 7 4 8

Desarrollando el dltimo determinante por los elementos de la primera fila, que son
todos ceros menos el primero, vemos que el desarrollo se reduce a un solo término, de
modo que:

1 0 0 0
0o 0 —1

0o 0 0 —1
=14 3 4

0 4 3 4
! 7 4 8

o 7 4 8

Siendo en este determinante, el complemento de — 1:

13
=16—2l=—35
7 4
se ve de inmediato que:
0 0 —1

7 4 8
y, en consecuencia:
D=—35
Ejemplo 2. Calcular:
371 25
6 4 3 0 2
D=0 3 01 2
1 06 5 3
/210 2 0

Réstese la segunda columna multiplicada por 2 de la primera v la cuarta. Esto da:

—11 7 1 —12 5

— 2 4 3 —8 2
D=|—6 3 0 -5 2
1 0 6 5 3

0 1 0 0 0
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Desarréllese por los elementos de la quinta fila, teniendo en cuenta que el comple-
mento de 1 en esta fila es:
—11 1 —12 5
— 2 3 —8 2
— 6 0 —5 2 f
1 6 5 3
Esto da:
D=-D,
de modo que todo se reduce al cdleculo de un determinante de cuarto orden. Para sim-

plificar D’ sdmese a las columnas 1 y 3, la columna 4 multiplicada por 2; entonces:

—1 1 =2 5

2 3 — 2
D=

—2 0 —1 2

7 6 11 3

Ahora stimese la columna 1 a la columna 4 y luego a la columna 1 la 3 multiplicada
por —2; esto da:

(=2

S o W
L
(=]

11 10

3 1 4 3 1 2
D = — 10 3 4| = =2 10 3 2
—15 6 10 —15 6 5
Ahora:
3 1 2 3 1 2 3 1 14
10 3 2| = 1 0 —4 | = 1 0 o1,
—15 6 5 —15 6 5 —15 6 —55 ]

v, desarrollando por los elementos de la segunda fila:

3 1 ml
|1 14
t 0 0| =— = 55 + 8 = 139.
'6—%
—15 6 —35

Por lo tanto: D' = —278 y D = 278.
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Ejemplo 3. Para calcular el determinante

1+4+a 1 1 1

1 1+5b 1 1
D=

1 1 14¢ 1

1 1 1 14+d

réstese la segunda columna de la primera y desarréllese por los elementos de la primera
columna; esto da

1+5b 1 1 1 1 1
D=a 1 14c¢ 1 +b5|1 1+¢ 1
1 1 1+4d 1 1 1+4d

El primer determinante del segundo miembro es similar al propuesto; podemos escribir:

1+b 1 1

D’'=
1 1+c¢ 1

1 1 144d

El otro determinante, luego de restar la primera columna de la segunda y la tercera,
se convierte en:

1 00
¢ O
1 ¢ 0] = =cd.
0 d
1 0 d
Por lo tanto:
D =aD’ + bed.

Aplicando las mismas transformaciones & D', hallamos:

D' =bD" +cd,
donde:
1+e¢ 1
D= =cd +c+d.
1 1+4+4d

Por lo tanto:
D' =bed +bc+bd +cd,

D = abed + abe + abd + acd + bed =
1 1 1 1
=abcd(1+_‘+-—+——+—)-
a b c d

Ejemplo 4. El siguiente determinante de orden n

1 3% I),‘z Zln_l

1 z2 z? ... z 1

1 zo za2 ... :c.""‘
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aparece a menudo y se llama determinante de Vandermonde. La manera mdssimple
de calcularlo es reemplazar z, por una variable z. Entonces el determinante se trans-
forma en un polinomio D, (z) de grado n — 1 en z, como puede verse desarrolléndolo
por los elementos de la Gitima fila. Para = = 71, 2o, ..., Zy1 este polinomio se anula
puesto que D (z,) para «a=1,2, ...,7n —1 es un determinante con dos filas iguales, por
lo tanto:

Dy(2) =C(z—az) (z—2z0) ... (—2z01),

donde C es el coeficiente del término de mayor grado en D, (z). Este coeficiente es el
menor

1o, = ...z 2
1 T 11222 P 1112"_2
D,y =
n—1
1 Ty 1 132,,_1 cos g9

correspondiente al elemento z," ! y de esta manera tenemos:
D, (zs) =D, = Dp_y (T —21) (Tn—22) ... (T — Tn). [1]

El determinante D,_; es del mismo tipo de D, y puede ser tratado de la misma ma-
nera. Seri:
1 31
D=

=x2—T,

1 Ty

por lo tanto, se desprende de (1) para n = 3:
D; = (x3 — 1) (x5 — 22) (22 — ).
Ademés:
Dy = (x4 — 1) (30 — 22) (24 — 1) (23 — 33) (5 — Z2) (T2 — 70),
etc. La expresién general del determinante de Vandermonde es:
Dy = (@n—m) (@n —22) ... (20 — )

@1 —21) (Zaa — 22) ... (Tt — Ts)

(s — ) (s — 1)
(z2 — 20
Es una funci6n racional entera de i, 24, . . ., z,, que cambia su signo cuando dos de las
variables se trasponen y por esta razén es llamada funciép alternante. Esto se debe a
que el intercambio de dos variables, por ejemplo z; y s, corresponde al intercambio de

la primera y segunda filas, y esto causa el cambio de signo del detérminante de Van-
dermonde.

Problemas

Calcular los determinantes numéricos:
1. 011 2. 1 1 1 3. 5 2 2

10 1}, 1 2 3. 7 3 2
110 1.3 6 9 6 5
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5 —2 —3 5. 111 1 1 6. |1 2 3 4
10 —4 —3 12 3 4 2 3 4 1
—5 3 4 13 6 10/ 34 1 2

1 4 9 16 41 23
135 7 8. [3 1 2 3 9. [ 9 13 17 4
2 4 6 7 4 —1 2 4 18 28 33 8
312 2 1 —1 1 1 30 40 54 13|
51 3 1 4 —1 2 5 24 37 46 11

Calcular los determinantes literales:

10.

12.

15.

17.

18.

20.

21.

2a a+b a+c 1. a+b a+c¢ b+c

b+a 2b b+c |. a+c a+b b+

c+a c+b 2¢ b4+c¢c b+a a+e

0 ¢ b 13. | b+e¢ a a 14. a b a—+b

b a 01. b c+ta b . b a-4b a .
¢c 0 a ¢ ¢ a+b a-+b a b

1 1 1 16. 1 bec+ad bict+ atd?

a b c . 1 ac+bd a?ct+ b2 d?

be ac ab 1 ab +cd a*b*+ ctd?

1 a a

Cuardo se considera ¢ como variable, el determinante es de tercer
1 b b | grado en ¢, anul4ndose para ¢ = a, ¢ = b, y faltdndole el término

en c%.

1 ¢ ¢
1 ot at 19 a b ¢
1 b b8 at b ¢
1 ¢ ¢ bec ac ab
1 a b

. El determinante tiene la forma (¢ —a) (¢ —b) (d¢t 4 Be + C)
1 b b donde 4, B, C no dependen de ¢, faltando los términos en ¢’ y ¢
1 ¢ ¢t
a? a*—(b—¢) be 22. (x—a)? (y—a)y (z—a)

b? b —(c—a)* ac (z—0b)?2 (y—>5b? (z2—0b)

(x—ec)? (y—c)P (g—c)

¢ 22— (a—Db)? ab
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23, | —2a a+b a+c 24. | b+ 0)? a? a?
b+a —2b b+c|. b? (c + a)? b2
c+a e+b —2¢ c* e (a 4 b)2
25. la a a a 26. a b c d 27. T a a as 1
a b b b b ad o oz 6 a1
. a as T as 1
a b ¢ ¢ c d a b o a a z 1
a b ¢ d d ¢ b a a a a3 a4 1
2.1 1 1 11 29. (1 1 1 1
72 1 0 0 x| Generalizar. Generalizar.
z3 23 1 0 s 1 1 1+e 1
Ta T4 T4 1 24 1 1 1 144
30. {1+a 1 1 1 1
1 145 1 1 1
1 1 1+4+¢ 1 1 Generalizar.
1 1 1 i 4d 1
1 1 1 1 1+e
3. | 1 1...1 1 32. @G T Z ...z
1 z 11 r a z z
1 1 z 11 z z a3
1 11 1 =z T T z a,
33. (1 a o* o
1 b b b SuGesTION: Reempldcese @ por una variable z;
Generalizar. entonces el determinante es de cuarto grado en z,
Lece ¢ tiene rafces b, ¢, d y le falta el término en 2%
1 d 4@ &
34. |1 a a* a°
1 b b b
Generalizar.
1 ¢ ¢ ¢
1 d & d8
35. Si a 1 0 0....0
—1 as 0 . .0
D, = 0 —1 a 1...0
0 0 0....... Ay

demostrar que D, = @p Dot + Dpz .
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*36. Si
™ 2mtD  pmtn—1)
gmED?  pmtD pmea)? '
(m, n) = L
glmtn—D? p(m+n)? L (mt+2n—2)°

demostrar que
(m, n) = gmnln+2n—2) ( p).

* 37. Usando la notacién del Problems * 36, demostrar que:
On+1)=0—2HQ—z*... 1-—-2728)(2,n)
* 38. Deddzcase que:
On+1) =21 -z L—z%...0—z2)0,n)

¥ que
0, n) = 2= (g2 __ 1)1 (g4 [)n—2 (g6 —1)n—8 (g2n—2 1)L

MATRICES

% 12. Igualdad y adicion de matrices. — Hasta aquf el térmiro
matriz ha sido empleado sélo para designar una cuadricula de n? ele-
mentos a;;. KEstas disposiciones de elementos pueden considerarse, sin
embargo, como nuevas cantidades matemésticas luego que definamos la
nocién de igualdad de matrices y las dos operaciones directas llamadas
comunmente adicién y multiplicacién. De esta manera puede desarro-
llarse una extensa dlgebra de las matrices, de la cual sélo daremos, en
este libro, una breve introduccién. Una matriz de n? elementos se llama
matriz de orden n. Asi, para n = 2, 3,4, .. podemos hablar de matrices
de 2°, 3°, 4¢ orden, ete. Refiriéndonos tnicamente a la consideracién
de matrices de igual orden, decimos que dos matrices son iguales si tos
elementos correspondientes, es decir, los elementos que pertenecen a las
mismas filas y columnas, son iguales. Si dos matrices se indican con las
letras A y B y sus elementos con a; y by, la igualdad

A =B
sintetiza las n? igualdades:
ay = by,
donde 7 y j toman cualquier valor 1,2, ..., n. Asi, son iguales las ma-
trices
/ 6
1 20 1 — 0
3
1o 1 NF
0 0
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pero las matrices
010 100
01L0)y (010,
0 01 0 01

no son iguales.

Con dos matrices A y B (del mismo orden) de elementos a;; y by
podemos realizar una operacién llamada adicién que se indica con el
habitual signo ~+ .

Sumar una mairiz B a una matriz A significa formar una nueva mairiz
C cuyos elementos ci; sean las sumas ay - by de los elementos corres-
pondientes de A y B. Asi, si:

1 2 —1 —1 -2 0
A = 3 1 4 y B= 3 —2 —4
—8 6 1 5 —6 2
entonces
0 0 —1
C=4A+B=[|6 —1 0
0 0 3

De la definicién se deduce inmediatamente que las leyes asociativa
y conmutativa son vilidas para la adicién de matrices, es decir:

(A+B)+C=A4+(B+0
A+B=B+A4,

con todas sus consecuencias. La matriz 0 cuyos elementos son todos
ceros, es la Unica matriz para la cual

A+0=4,
para toda matriz A, y por lo tanto 0 puede llamarse matriz cero ¥%.
% 13. Multiplicacién de matrices. — La definicién de multipli-
cacién de matrices puede basarse en la nocién de producto escalar de

dos sucesiones ordenadas de nimeros o vectores. Por producto escalar
de dos vectores

R=(a,a...,8.) ; S = (b, by ..., 04),
entendemos la siguiente cantidad:
R.S = aiby + azbs+ ... + a.bs.
Sean ahora dos matrices A y B de orden n. El vector

R;‘ = (aﬂ, Aigy .0y a.-.) 5
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est4 vinculado con la 7-ésima fila de 4, y en la misma forma el vector
Ci = (b, bajy .. ., bay),
estd vinculado con la j-ésima columna de B. La matriz
R..Cy R,.C,...R..C,

¢ = RBo.Cy Rs.Cs...Rs.C,
R.C. R,C....R,C,
por definicién es el producto de la matriz A por la matriz B, v escri
bimos:

AB = C.
En otras palabras
dix A1z ... Qi, bu bm N bl,, Ci1 Ci2 ... C1y
Qo1 Q2 ... Aoy, bar be ... ba, = Coy  Co2 ... Cap
Ap1 Gp2 ... Ugp by baa... b., Cal €Cn2 ... Cyn

donde n
Cij = aaby + @by + ... + @b, = Z by,
k=1

es el producto escalar R;. C;. Por ejemplo, de acuerdo a esta definicién:

1 —1 1 —1 1 1 —3 0 0
0 1 —1 1 0 0] = 2 1 1
1 0 0 -1 —1 —1 —1 1 1
pero
—1 1 1 1 —1 1 0 2 —2
1 0 1 —1 ] = 1 —1 1
—1 -1 —1 1 0 0 —2 0 0

Este ejemplo muestra que, en general, la multiplicacién de matrices
no es conmutativa, de modo que debemos distinguir entre BA y AB.
Por el contrario, la propiedad asociativa de la multiplicacién se conserva;
es decir:

(AB)C = A (BC).

Esto puede verificarse calculando los elementos de las matrices del
primero y segundo miembro de acuerdo con la definicién de producto.
Por verificacién directa puede demostrarse también la validez de las
dos leyes distributivas:

(A+B)C = AC + BC

C(A4+B)=CA +CB.
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La matriz
1 0...0
B = 0 1...0
0 0...1

en la que los elementos de la diagonal son 1 y los demés 0, tiene la pro-
piedad que para cualquier matriz 4

AE =EA =4,
v E es la tnica matriz que tiene esta propiedad. Porque si E’ es una

segunda matriz tal que
AE' =E'"A =4,

para todas las matrices A, tomando en particular A = E, tendremos:
EE' = E.
Pero, por otra parte, tomando 4 = E’ en

E4A =4,
tendremos:
ER = F,

de modo que E’ = E. La matriz E representa el papel de Ia unidad con
respecto a la multiplicacién de matrices, y por esta razén se la llama
matriz unitaria. Es un caso particular de las llamadas matrices escalares,

a 0...0
O
0 0...a
en las que todos los elementos de la diagonal principal son iguales a un

mismo nimero a, siendo los demds elementos 0. Multiplicando una matriz
cualquiera

Gu Gy ... 01,
A = az1 Qo2 A2y
[225%} Qa2 . .. Qon

‘por (a), o (a) por A, en ambos casos la matriz resultante es la misma:
aan adg ... ady,

A@) =(a) 4 = | %0 08Oz ... a0,
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El producto de las dos matrices escalares (a) y (b) es una matriz
escalar (ab) y, en la misma forma, (¢) + (b) es una matriz escalar (a + b).
Teniendo en cuenta ésto, las matrices escalares (a) se representan sim-
plemente por a, y el simbolo

eA = Aa,

representa el producto de una matriz escalar (a) por otra matriz A.
Una matriz en la que todos sus elementos, excepto los de la primera
columna, son 0, se llama matriz columna. Por lo tanto, las matrices
columnsa son del tipo:

I 0...0
T2 0. 0
z, 0...0

y pueden ser designadas convenientemente por
(z1, 22y - .y Zn) -

El producto de una matriz cualquiera A por una matriz columna

(z1, X2, . .., L) €S otra matriz columna (yi, ¥s, ..., ¥s) donde:
’ ? b y

Y1 =0y +‘ a1z T2 + e Q1aZTa

Yo = au 21 + GoeZe + ... + G2 Zs

Ya= a1 + CreZ2+ ...+ GunZa

Estas relaciones son, por lo tanto, equivalentes a una sola ecuacién
matricial

A (xl; L2, '--,xn) = (yl; Y2, "':yn)°*

Problemas

Demostrar que las matrices siguientes satisfacen las ecuaciones que se indican:

: 8 —(a+d)S+(ad—be) E =0.
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—1 2 —2
5. § = 4 —3 4| ; 8 =E
4 —4 5
—2 —2 —w —3
6. 8=|—1 20 —1 v —1 20| ; **+o0+1=0;8 =K.
—w —w 1l —w
7. Si
1 0 1 —1 2 1 1 0
2 —1 0 —2 0 1 0 —2
A= y B=
—3 1 —2 4 1 -1 0 1
1 —1 0 —1 2 0 1 1
demostrar que 4B = E. ;Qué da BA?
8. Demostrar que
1 1472 — —2+21 1—21¢ 2—1 1 00
0 7 1—2¢ 1—2¢ 24 —142i} ={0 ¢
1 1 ) — % ) 00 ¢

v 14. Producto de determinantes. — Con la matriz

i a2 ... Q1
A = ag1 Q2 A2n
Gn1  Gp2 Ann

a1 Qa2 Q1n
Az1 Qd22 Ogn
Qa1 Qg2 Qpn

que se llama determinante de A y puede ser designado con la notacién
det. A. Entre el determinante del producto de matrices y los determi-
nantes de los factores existe una relacién simple que se expone en el
importante teorema que sigue, lamado teorema de la multiplicacién de
determinantes:

TroreEMA. El determinante del producto de las matrices A y B, o det.
(AB), es igual al producto de los determinantes de los factores, o sea:

det. (AB) = det. A. det. B.
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DEMOSTRACION: Sea

Q1 (o ... G bu b ... b
A = Qo a2 [22.2% B = bot  bas bas,
Ay Ana 0. Ay b b L b
Yy
ey e C1n
C = AB = Co1  Co2 Cop
Cal  Cp2 Cnn
donde
Cip = Qa blj + @i sz + ... +ay b'nj-

Considerando los elementos a; como variables, el determinante de
(' ser4 una funcién racional entera de las n variables ay, lineal y homo-
génea con respecto a los elementos de cada fila de 4, y se anulard cuando
dos de estas filas sean idénticas, puesto que en ese caso C tendrd dos
filas idénticas. De la discusién del Parrafo 7 se deduce que el det. C
difiecre del det. A por un factor T' independiente de los elementos ay,
de modo que

det. C = T det. 4.

Para determinar T elegimos A = E, entonces serd ¢ = B, y puesto
que det. E = 1 tendremos:

I' = det. B.

det. C = det. AB = det. A. det. B.

En otras palabras, el producto de dos determinantes, uno con ele-
mentos a; y otro con elementos by, puede expresarse como un deter-
minante con elementos c;; obtenidos ecombindndolos de acuerdo a la
regla de multiplicacién de matrices en las que las filas de la primera
matriz se multiplican por las columnas de la segunda o, brevemente,
por multiplicacién de fila por columna. Puesto que un determinante
no cambia si se reemplazan las filas por las columnas, podemos también
hacer multiplicacién de fila por fila, columna por fila o columna por
columna, obteniendo por cualquiera de estos procedimientos un deter-
minante igual al producto de los determinantes dados. Podemos elegir
la forma de multiplicar que nos convenga.
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Ejemplo 1. Multipliquense los determinantes

1 1 1 a b ¢
d=|1 o y D=1b ¢ a
1 o o ¢c a b

siendo o una raiz cdbica imaginaria de la unidad. Multiplicando fila por fila, tenemos:

a+b+ec b+c+a c+a+b
dD = la+bw +c0® b+ co+aw’ ¢+ aw + bw?
a+bw+tcw b+ cw+taw ¢+ aw? 4 dw

Pero

b4+cw +aw’ =0 (@ +bo +c?) ;c+aw +bo” =0 (@+bs + cwd)
b4cw’+ao =0 (@a4+bw’+cw) ; ¢+ aw’+bo = e (a+ be* + cw)

y, en consecuencia:

1
dD ={(a+b+c)(a+bw+co)(a+b:+ew |l 0 o
1

0 sea

dD = —d(a+b+c)(a+ bw+ co?) (@ + bo® + cw).

Siendo d un determinante de Vandermonde y, en consecuencia, distinto de cero, puede
suprimirse y entonces:

a b ¢
D=1]b ¢ a! =—(@+b+c)(a+bw+co?) (a+ be®+ cw).
¢c a b

Este determinante se llama determinante ciclico debido a que su segunda y tercera filas
se obtienen permutando ciclicamente los elementos de la primera. Por un método similar,
los determinantes ciclicos de cualquier orden pueden ser presentados como productos.

Ejemplo 2. Sea, como siempre, 4;; el complemento de a;; en el determinante

Ay Q12 ... Qi

Qs asg ... Q
D = 1 2 2n

Gni Gpo ... Ggn

y consideremos el determinante adjunio
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Cuando D-se multiplica por A, fila por fila, el producto resulta un determinante

i1 €2 ... Cip
DA = Cua C22 ... C2p
Cni Cpz ... Cpn

en el cual
cij=aadntapdip+ ... +aindj.
Pero, de acuerdo a las identidades establecidas en el pérrafo 10:
;i =0 81 j=#1 y cx=D

Por lo tanto:

D 0
pa=|% D = D=,
0 0 D

o sea:
DA —D ) =0.

Ahora, si los a;; se consideran como variables, D y A son funciones racionales enteras de
ellos, y D no se anula idénticamente. Desde que el producto

D (A — DY,

se anula idénticamente, el factor debe ser idénticamente nulo, de modo que
A=D1,

O sea

idénticamente en los elementos aj;. Naturalmente, esta igualdad se conserva verdadera
para valores particulares de ag;, aun para aquellos para los que D = 0. El razonamiento
empleado se basa en el siguiente teorema: Si el producto de dos polinomios F y ¢ en las
variables 1, Ts, . . ., T. se anula tdénticamente, por lo menos uno de los factores debe ser
un polinomio idénticamente nulo.

El teorema se cumple en el caso de polinomios en una variable, y basta probar que se
cumple para polinomios en » variables suponiendo su validez para polinomios en n — 1
variables. Si ni F ni ¢ se anulan idénticamente, podemos ordenarlos en potencias de
una de las variables, por ejemplo z;, y escribir:

F =Fo$1"+F111"_1 + ...
6=+ o™+ ...
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donde Fo, Fi, ...; ¢, ¢1, ... son polinomios en las n — 1 variables zo, ..., z,, ¥ ni
Fo ni ¢ se anulan idénticamente. Pero

F.¢=Fo¢ozl"+"+... =0,

idénticamente, por hipétesis; por lo tanto, también se anuls idénticamente en las va-
riables 23, ..., z,; en consecuencia:

Fogo=0.

Por hip6tesis esto implica que Fy 0 ¢ se anulan idénticamente, y ésto es un absurdo v .

Problemas
1. Demostrar que:
5 ib4 1 1 1 b
a — ——a ——
a4 c c 2 c 3 2
b ! bt+ec+ L b
a +ec a ?c [ 5 a —_— =
b b 1 1 b
c+t+a E-c a c+a+ 3
(a+0)? ¢ a
= a2 (b4 o) a’
b2 b? (a + ¢y

y escribir como producto el determinante del segundo miembro.

2. Demostrar que:

a a a a —1 1 0 0
a b b b 0 —1 1

=2a(b— —b (d—
a b c ¢ 0 0 —1 1 a @) (¢ —b) ( 2
a b ¢ d 1 1 1 —1

3. Demostrar que:

1 0o o o2
1 0 o w
= 125
1 0 o o
1 o ¥
si w es una raiz quinta imaginaria de la unidad.
4. Un determinante
i Ci2 Cin
C21  C22 Con
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en el cual
n n
ZCiijk=0 si j#i, y ZC’ik=1.
k=1 k=1

se llama determinante ortogonal. Demostrar que A = =+ 1.

% 15. Matrices reciprocas.— Una matriz

Ay A1z ... A1, ’
A = an Qo2 ... Qop
A1 Opo - .. Uun

se llama singular o no singular segin que su determinante sea o no cero.
Sea A4 una matriz no singular y D = 0 su determinante. Designando,
como lo hicimos anteriormente, al complemento del elemento a,; en D
por Ay consideremos la matriz:

‘411 4421 cee I1nl

D D D
:‘12. L1922 .. An‘.}

X=1"D D
Ay Ao ... A,
D D D

’
Cir Ci2 C1n ¢y Clin N
’ ’ '
[ Coa . .. Cay Ci12 Cog ... Cuo,
AX = n e ;. XA =
! ! /
Cra Cpe . oo Cpy Cm C 2 C un
donde
‘ gndp+agdp + ...+ a1 A
L7 Bt D
¢ Aviay; + Agiag; + ...+ Ana,
1y =
D

Por las identidades del Parrafo 10:

¢y =0 sl =t y cu

It
—

iy =051 j=i y u=1.
En consecuencia:
X4 = AX = E.
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Esta matriz X se llama reciproca de A y se indica por AL La matriz
A-! es unica, es decir, no hay otra matriz ¥ tal que:

YA =AY = E.
Si existiera tal matriz, multiplicando ambos miembros de la relacién:
YA =E

por A-! tendriamos
(YA) A7 = Y (AA) = EA-L,

Pero
AA7' = E ; EA7' = A,

y entonces
YE =Y =41,

Por otra parte, multiplicando A~ por AY = E, tendriamos
ATM(AY) = (APA) Y = AR,

pero
A1A =E ; A'E = 4!

'<

EY =Y =41,

Por lo tanto, para cualquier matriz no singular A4 existe una Unica
matriz reciproca:

Au Au . Ay
D D D
A An . Ay
At = D D D

tal que
A1A = AA1 =

El producto de varias matrices, por ejemplo cuatro: 4, B, C, D,
tomadas en ese orden, se define como:

ABCD = ((AB)C) D,

y se deduce de la propiedad asociativa que, al multiplicar, los factores
pueden combinarse en grupos arbitrarios si no se altera el orden de los
factores,

ABCD = A(BCD) = (AB) (CD).
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Si todos los factores son matrices no singulares, su producto es una
matriz no singular. En efecto, por el teorema de multiplicacién de deter-
minauntes,

det. (ABCD) = det. A. det B. det. C. det. D 0.

La matriz reciproca del producto ABCD es
D1CtBtA™?
porque
(ABCD) (D-*C*B*A"") = ABC(DD™) C* B4~ =
= AB(CE)C'B*A~t = AB(CCY) B4 =
— A(BE)B'A = A(BB) Al = (AE)A~* = AA"' = E.
El producto de n wmatrices iguales

AA ... A,
es, por definicién, la n-ésima potencia de 4:
An,

cuyo exponente es un entero positivo n, y se deduce de la propiedad aso-
ciativa de la multiplicacién que:

Am AN = Amm,

para dos enteros positivos cualesquiera m y 7. El simbolo A° se define
por:
A° = E,

y una potencia A~", con exponente entero negativo, es por definicién:
A= = (A7,
siendo A no singular. Con estas definiciones las propiedades de la po-

tenciacién
AnAn=Am+n ; (Am)"=Amn’

son validas para exponentes enteros, pero los exponentes negativos sélo
pueden ser admitidos si A es una matriz no singular.
Si A es una matriz no singular, la ecuacién matricial

AX =B,

tiene una Unica solucién
X =A41'B.

Porque
A4 B) = (AA)B = EB

i
=
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de modo que A-! B es una solucién. Por otra parte, de la ecuacién
AX =B,
se deduce que
A1 (AX) = (A'A)X =EX =X = A'B.
de modo que la solucién
X =4-'B,
es tlnica. La ecuacién
XA =B.
tiene también una tUnica solucién
X = BA™,
que puede ser verificada de la misma manera. Por supuesto, todo es-

to es vilido sélo para matrices A no singulares. Si A es una matriz
singular, ninguna de las ecuaciones

AX =B ; XA = B,
tiene solucién, a menos que det. B = 0. Porque

det. B = det. 4.det. X = 0.

En particular, una matriz singular no tiene reciproca. %

Problemas

1. Bi se intercambian las filas y columnas en una matriz A, se obtiene otra matriz que
se llama conjugada o traspuesta de A. Designando, en general, por A, la matriz conjugada.
de 4, demostrar que

(AB)o = Bo A,
¥y, més generalmente, que:
(ABC ... Lo =Ly ... CoBods.

2. Demostrar que (o)™ = (4™1), si 4 es no singular.

3. Una matriz cuyos elementos A;; son los complementos de los elementos a;; de una
matriz A se llama adjunta de A. Designando la matriz adjunta por A* demostrar que

(AB)* = A*, B*
4. Las relaciones
Ti=auyr tavy:+ ... + a1, Ya
Zz=anh+any+ ... +ary,

Tn = Cu Y1 + Gual2b ... + Gun Yn
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definen una transformacién lineal de las variables z1, Z, . . ., T, en las variables y1, ¥, . ..
., Yn- Una transformacién lineal se caracteriza por la matriz A = (a;;) de sus coefi-
cientes. Si 1, 42, - - -, Ya e transforman en 2,2, ..., 2, POr una transformacién lineal
con la matriz B, demostrar que @, 22, ..., Tn S€ transforman en 2, 2, . . ., 2, POT trans-
formacién lineal con la matriz AB. S8i 4 esno singular, demostrar también que yy, %2, -
<> Yny SE€ transforman en Z, Tz, . - -, Tn POT la transformacién lineal cuya matriz es 4.

i

5. Las variables z1, s, . . ., T, se transforman en y1, ¢2, - . -, Ya POT UNE transformacién

lineal con la matriz A. Las variables T1, @2, ..., Tn © Y1, Y2, -+ Yn S transforman, res-
pectivamente, en z, @', . -, z. ey, yds - .. Yo' por la misma transformacién no sin-
gular cuya matriz es T. Demostrar que la transformacién de ),z L x enyd, e,

.., yn' tiene por malriz

TrAT .

Las matrices de este tipo se llaman semejantes a A.



CAPITULO X

RESOLUCION DE ECUACIONES LINEALES
POR DETERMINANTES. ALGUNAS APLICACIONES DE LOS
DETERMINANTES A LA GEOMETRIA

1. Regla de Cramer. — Los determinantes tienen muchas aplica-
ciones. Una de las mds importantes es la aplicacién a la resolucién de
sistemas de ecuaciones lineales con varias incégnitas, para lo cual fueron
introducidos por Leibnitz y Cramer, aun cuando sin la conveniente escri-
tura simbélica que es dz origen posterior. Sea

an s+ a2+ ... + ay, z, = by
0T+ G %+ ... + Q. 2. = by [1]
Au1 X1 + Qp2 T2 + ] + Opp Ty = bn

un sistema de 2 ecuaciones lineales con n incégnitas. Con los coeficientes
del sistema formamos el determinante

an G2 ... a,
D = Gg1 Qg L2
Qa1 Qpg ... Qpn

llamado determinante del sistema [1]. Al multiplicar las ecuaciones [1],
respectivamente, por los complementos de los elementos d: la primera
columna y sumarlas, en la ecuacién resultante se eliminarin todas las
Incégnitas excepto ;. En efecto, el coeficiente de z; para i > 1 sera:

Anay+ A a4+ ... + Aman =0

yel de xy
Anan + Anan + ... + Ayan=D.
Asi:
Dxy = Aubi 4+ Auby + ... + Aub, [2a]
v similarmente
Dy = Auibi + Apiba + ... 4+ A,b,, (23]

257
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para ¢ > 1. Las ecuaciones [2] son consecuencias necesarias de las [1];
y en el caso en que D =0 la reciproca es también cierta, es decir, las
ecuaciones [1] se deducen de las [2]. Para demostrarlo, multipliquemos
las ecuaciones [2], respectivamente, por @, du, - .., G1n ¥y Simense los
resultados. Observando que

Apan + A + ... + A0, = D,
mientras que
Agan + Apaip+ ... + Asnan =0,
para 7 > 1, se deduce que
D{anzs + apxs + ... + awz.) = Dby,
de donde, simplificando D = 0,
an 1t Guze+ ...+ G20 = b1,
y puede demostrarse similarmente que
aa®i+ aerz+ ...+ GiaZa = bi,

para i > 1. Luego, en el caso en que D 0, los sistemas [1] y [2] son
equivalentes. La solucién de este dltimo es inmediata y lleva a la ex-
presion de z;, de la forma

D;

D

=

donde
D;= Agb;+ Azbi+ ... -+ Aaiba,

es el desarrollo por los elementos de la i-ésima columna del determi,

nante que resulta del D reemplazando su i-ésima columna por by, b, .. .-
.., bn, segundos miembros de las ecuaciones [1]. Asi llegamos a la si-

guiente regla para resolver los sistemas de ecuaciones lineales:

Regla de Cramer. Si el determinante D de un sistema de ecuaciones
lineales es distinto de cero, el sistema tiene una solucién y esta solucién
es Unica. Los valores de las incégnitas aparecen como cocientes de los
determinantes.

donde D; resulta de reemplazar la ¢-ésima columna de D por by, bs, bs, . . -
werybn.
y Un
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Ejemplo. Resolver por determinantes el sistema
5z + 4242t=3
z—y+2z+ t=1
4z +4+y+2:2 =1
z+y+ z+4+ t=0

El determinante de este sistema es:

5 0 4 2 1 -1 2 2 0 0 0 1
D= 1 —1 2 1] _J1 -1 2 1y 1 — 2 1
4 1 2 0 4 1 2 0 4 1 2 0
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 —1 0 0
5 6
=—l4 1 2|=—|4 5 —6|= =—
21
1 1 2 —1
Ademis
3 0 4 2 3 0 2 3 4 2
1 —1 2 1 —2 0 —1 0 0 0 1
D, = = = =
1 2 0 0 1 —1 1 —2 1 —1
0 1 1 1 0 1 1 0 3 1 1
3 4 4 3 10 1
10 1
=11 —2 11 =11 = — =—17,
3 1
0 3 1 0
y similarmente
5 3 4 2 5 0 3 2
De = 11 2 1 -7 Ds = 1 —1 1 1 =7
4 1 2 0 4 1 1 0
1 011 4 1 0 1
5 0 4 3
D, = 1= 2 o 7.
4 1 2 1
4 1 1 0
Luego, finalmente
z=1 ; y=—1 ; z=—1 ; t=1
Problemas
Resolver por determinantes
1.2z—2z=1 2.z+y+z=a

I
-

s+ (14+a)y+2z=2a
z+y+Q+a)z=0

2z +4y—z
r—8y—3z

I
I
I\
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3.5z+42+2t=3 4. 3z +2y—2=5
z—y+2z+t=1 z—y—t=40
4z4+y+2z=1 3z—2y—z—t =4
z+y+z+t=0 y—t=1
5.z +2y+z+t=—1 6. 01+t +Ti=0a
2z +y+z+2t=0 12—z =0
z+2y+224+t=0 nt+re—z3—Ts=¢
z+y+z+2t=2 Ty — 2Ly — X3 — T4 = d
7.2z 42+ 23 f+xa =1 8. 11 +2x+2x+ 22, =1
n+2zFrs+z=0 22 +2z3+ 22 =2
2y +223+ e =1 ntze+rs+2z=3
2+ x+ 23220 =0 o+ T+t r=4
9, x4 xo—x3 =1 10. 2z, + 22+ 23 =0
Tr+ 23— 24 =1 Zo+ 23 + 24 =0
T3+ s —x5 =1 23+ x4y + 25 =1
s+ axe—xs =1 — 2 et s =1
a3 — 22 =1 — s x3F T =2

9 Ecuaciones lineales homogéneas. — Cuando el determinante
de un sistema de ecuaciones lineales es cero, el sistema puede ser incom-
patible —o imposible de satisfacer para cualquier valor de sus ineé6g-
nitas— o indeterminado, es decir, que admite infinitas soluciones. Antes
de discutir este tema en forma general, examinaremos el caso de n
ecuaciones lineales homogéneas con n incégnitas:

f1=<111.’131+a12x2+ et anz, =
fo

An 2y + Gezs+ ... T Qo Th =

[

fo=Gui + G222+ ... + Gz = 0.

Este sistema, cuando su determinante es distinto de cero, tiene sola--
mente la solucién trivial

21=0 ; 22=0;...; »=0,

como se deduce de la regla de Cramer. Pero si el determinante es nulo,
vamos a demostrar que, ademis de la solucién trivial, es posible satis-
facer el sistema con valores de las incégnitas que no son cero simul-
tdneamente. La demostracién se hars por induccién. En primer lugar,
el enunciado es cierto para dos ecuaciones

a11x1+a12x2=0 ) an Ty + anx: = 0,



RESOLUCION DE ECUACIONES LINEALES POR DETERMINANTES 261

pues si todos los coeficientes fueran cero, el sistema se satisfaria para
valores arbitrarios de z;, .. En caso contrario, sea, por ejemplo, an 0.
Entonces:

r = — — %,
an

y sustituyendo esta expresién en la segunda ecuacién, ésta se convierte
en:
a3y Q22 — G2 Q21
—_— 1, =0,
an

0O sea
0. Ty = 0 )
suponiendo
apdze — G200 = 0.,

Luego, z, puede ser elegida arbitrariamente; por ejemplo, sea z; =
— an # 0 y entonces ambas ecuaciones se satisfardn si x; = ay. Para
completar ahora la demostracién por induccién es suficiente demostrar
que un sistema homogéneo de n ecuaciones con n incégnitas tiene solu-
ciones no triviales si su determinante es cero, supuesto que esta pro-
piedad se cumple para n — 1 ecuaciones con n —1 incégnitas. No hay
nada que demostrar si los coeficientes aj; son cero. En caso contrario,
mediante un cambio conveniente en la notacién de las incégnitas y en
el orden de las ecuaciones, podemos suponer que ay = 0. El sistema

f1i=0;f=0;...;fn=0, (1]

es equivalente al sistema
a
Ai=0; faim—=f=0; ... ;fa—

(2488 Qan

Gn1

f1=0: [2]

cuyo determinante es igual a

an 212 Ain

a a a
D — 21 22 2n

An1 Qa2 Qun

En efecto, el determinante del sistema [2] se obtiene de D multipli-

. . . 21 a3 Gny

cando su primera fila respectivamente por — ; — ;... ; y res-
an a1 an

tandola de la segunda, tercera, ..., n-ésima filas; por estas operaciones

el valor del determinante no altera. Desarrollando el determinante asf
obtenido por los elementos de la primera columna, tenemos:

D=(111A,
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donde A es el determinante del sistema de ecuaciones

fz——gif1=0;... s fa—

a1 an

A1

=0, (3]

que no contiene z;. Desde que, por hipétesis, D = 0 y au = 0, el deter-
minante del sistema [3] de las n — 1 ecuaciones con n — 1 incégnitas
T3, ...,Z, €s cero. En consecuencia, suponiendo vilido el teorema para
n — 1 ecuaciones, es posible satisfacer [3] con valores z;, no todos iguales
a cero. Determinando entonces z; de la ecuacién

el sistema [2] y el sistema equivalente [1] se satisfacen, de manera que
no todas las incégnitas son cero.

Asi hemos demostrado el siguiente teorema que, a pesar de su sim-
plicidad, estd entre las herramientas més ttiles vy frecuentemente apli-
cadas en las investigaciones mateméticas:

TeorEMA. Un sistema de n ecuaciones lineales homogéneas con n in-
cégnaitas, tiene soluctones no triviales sélo si su determinante es cero.

Como corolario se sigue que un sistema homogéneo en el que el nimero
de ecuaciones es menor que el de incégnitas tiene siempre una solucién
no trivial. En efecto, es posible completar el sistema afiadiendo un ni-
mero de ecuaciones de la forma

Oz, +0zs + ... + 0z, =0,
que no restringen de manera alguna a 1, 23, . . ., Z,, de manera de igualar

el nimero de ecuaciones con el de incégnitas. Pero un sistema tal tiene
su determinante nulo.

% 3. Rango de una matriz. Independencia lineal. — Sea
fi=anx + ... + a1 2a

fe=anz14+ ... + G2 Tn

un sistema de funciones lineales homogéneas o formas de n variables,
Con estas formas asociamos la matriz de los coeficientes

a1y A1z ... Qi
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que consta de n filas (nimero de las formas) y n columnas (nimero
de las variables). Eligiendo en esta matriz 7 filas y r columnas (r = m;
r < n) podemos formar con estos r* elementos un determinante de
orden r. Hay varios determinantes de orden r que pueden formarse
de esta manera y se llaman menores de orden r de la matriz A. En el
caso r = 1, los elementos de la matriz se consideran como determi-
nantes de orden 1. Por ejemplo, con los elementos de la matriz

0 1 1 0 1 0
X=11 2 —1 3 2 4
4 1 3 0 1 2

podemos formar: (a) 20 menores de Ser. orden; (b) 15 X 3 = 45 me-
nores de 2° orden; (¢) 6 X 3 = 18 menores de ler. orden. Correspon-
dientes a la matriz

0 1 0
1 2 3
Y = -1 —1 =3
1 4 3

hay: (a) 4 menores de 3er. orden; (b) 6 X 3 = 18 menores de 2° orden:
(c) 4 X 3 = 12 menores de ler. orden. Por definicién, una matriz es de
rango p si contiene menores de orden p distintos de cero, mientras que
todos los menores de orden o + 1 (si los hay) son nulos. El hecho de
que todos los menores de orden p + 1 sean iguales a cero implica que los
menores de orden > p + 1, si los hay, lo sean también. Por ejemplo, la
matriz X es de rango 3, por contener el menor de tercer orden:

0 1 1
1 2 —1|=—14
4 1 3

que es distinto de cero, mientras que no existen menores de 4° orden.
La matriz Y es de rango 2 ya que contiene el menor de 2° orden

|0 1

|1 2 =1

distinto de cero, en tanto que los cuatro menores de 3er. orden son
iguales a cero. Las formas lineales fi,fs, . .., fm correspondientes a la
matriz A se dicen linealmente independientes si la relacién idéntica:

MLt rfet .. FAafa=0,

no puede ser satisfecha por la eleccién conveniente de las constantes
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Ay hg, ooy Amy salvo para W =%k = ... =3, = 0. De lo contrario, si
pueden hallarse constantes 4;, Ay, -+ A 0o todas nulas, de modo que
sea idénticamente en las variables z;, o, vy Ty

7\1f1 +)\2f2 + ...+ )\mfm = O:

entonces las formas fi,f, ..., f. se dicen linealmente dependientes.
Sea ¢ el miximo nimero de formas linealmente independientes entre
las f1, fs, .. ., fm- Entre este ndmero ¢ ¥ 2l rango o de la matriz corres-
pondiente a las formas fi, s, ..., f, existe una relacién simple expre-
sada por el siguiente teorema:

TeorEMA. 87 la matriz correspondiente a las Jformas fi,fs, ..., fm es
de rango o, entonces entre estas formas hay ¢ linealmente independientes

y cualesquiera o + 1 formas del sistema fufe, o oy fm son linealmente
dependientes, es decir que ¢ = o.

DEemostracIoN. Por un cambio eventual en la notacién de las variables
y en la numeracién de las formas, podemos suponer que el menor de
orden ¢, diferente de cero, es

an Qa2 G,

D = do1 Qg2 Az,

Qo1 Qg2 Qoo
Entonces, las formas fi, fs, ..., fo son linealmente independientes. En
efecto, tratemos de hallar constantes AL Az, ..., Ay tales que sea idénti-

camente.
MAi+thkfod+ ... +48,f=0

En esta ecuacién, igujlense los coeficientes de Z1, Xz, ..., T, 4 CETO,

obteniendo el sistema de ecuaciones homogéneas

AMan + heay + ... + Aoty = 0

Maz +hean + ...+ A, a, =0

Ma, + heas, + ... F %, a,, =0

cuyo determinante D’ difiere del D solamente en que las filas de D’
son columnas de D y viceversa. Luego D' =0 y por lo tanto A\, = Ay =

= ... = A, =0, lo que demuestra que las ¢ formas fi, fs, .. ..f. son
independientes. Ahora sea & > p; deseamos demostrar que las formas
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Juf2y ., fo ¥ fi son linealmente dependientes. Con este fin, considere-
mos el determinante
Qi Qe ... a4y, fi
Q21 Qg ... Gy, Ja
A=y o
Qa1 Q2 ... Qgp fo
gt Qe ... ag, i

Reemplazando en la dltima columna J1,foy - .., Jy pOr sus expresiones
en las variables w1, a5, . . ., z,, el determinante A se desdobla en la suma
de determinantes del tipo

aiy Qe ... a1, Qs X4 iy Qg ... 1, Q¢
Qo1 Qg2 ... Az, G2y X4 Q21 Q2 ... Ta, Q24
..................... = R I
Qo1 Qg2 ... A, Qe X, Ter Qoo ... Qoo Qys
A1 Ogs ... i, Ups X, Ay Qpa ... Aro QA

e de los cuales, correspondientes a s = ¢, son iguales a cero por tener
dos columnas idénticas; los restantes n — ¢ son iguales a cero por ser
proporcionales a los menores de orden ¢+ 1 de la matriz A. Luego es,

idénticamente en las variables X1, Xo, ..., Ty:
Qi Q2 ... ay, fl
[223] Qog . .. agp fz
A P !
Aot B2 ... Gy, f,
Arr gz ... ay, Tk |

Desarrollando por los elementos de la dltima columna, tenemos la
identidad de la forma

Dfy + Difs + Dofo + ... + D,f, =0,
en la que D =0. Luego, las formas fi, Joy o, foy fr son linealmente

dependientes y fy, para k > ¢, puede ser expresada como sigue por
medio de fy, fo, ..., f,

So=Lfi+bLfz+ ...+ Lf..
Témense ahora ¢ + 1 formas cualesquiera
Jay fo, oo
y expréseselas por medio de f,, fs, R IS
Ja=Aihi + Aofo + ... + 4,7,
Jo=Bifi + Byfs + ... + B, f,

fl = L1f1+L2f2+ B Lpfp
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Elijanse los nameros a,b, ..., I, no todos iguales a cero, de manera
de satisfacer las p ecuaciones

Ald +Blb+ +Lll=0
Asa + Bab+ ... + Lol =0

con p +1 incégnitas; entonces:
afe + bfe + - -- +Ify=0

de manera que p + 1 formas cualesquiera son linealmente dependientes.

CoroLario. Cualesquiera n + 1 formas con n variables son lineal-
mente independientes, puesto que la matriz correspondiente no tiene menores
de orden superior a n Yy su rango €s =T7.

Ejemplo. Consideremos las formas lineales de tres variables =z, y, 2:

fi=y

for=z+2y+32
fs=—zx—y—3¢2
fi=z+4y +3=2

La matriz es la anteriormente llamada Y de rango 2. Luego, entre estas formas hay
solamente dos que son linealmente independientes. Podemos tomar como tales a f1 y fe-
Para expresar f; ¥ fu en funcién de f; y fz considérense los determinantes

0 1 fx 01 fl
1 2 f| =0 ; {12 fa)=0.
—1 —1 fal 1 4 f4

Desarrollando encontramos
—fi—fo+f1=0 5 —fitfet 2fi =0

de donde
fs=fi—f 5 fo=2h+T

% 4. Como determinar el rango de una matriz. — Para encontrar
el rango de una matriz se la reduce, por una serie de transformaciones
que no lo afectan, a una cierta forma normal de la cual se puede encon-
trar el rango requerido por simple observacién. Estas transformaciones
son las sigulentes:

1. Intercambio de dos filas.
9. Intercambio de dos columnas.
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3. Suma de los elementos de una fila a los de otra, multiplicados
por un factor arbitrario.

4. Suma de los elementos de una columnsa los de otra, multiplica-
dos por un factor arbitrario.

Para demostrar que estas operaciones dejan inalterado el rango de
la matriz, introddzcanse formas lineales correspondientes a la matriz:

Sule oo S (1]

El niimero de formas independientes entre éstas es el rango de la ma-
triz. Ahora, el intercambio de dos filas lleva a alterar el orden de dos
de estas formas, lo que evidentemente no cambia el nimero de formas
independientes en el sistema [1]. Pare demostrar que la adicién de los
elementos de alguna columna multiplicados por un factor s los de
otra no cambia el rango de la matriz, supéngase, por ejemplo, que los
elementos de la segunda columna multiplicados por % se suman a los
elementos de la primera columna. La nueva, matriz corresponde a las
formas f/, fo/, fs, .. -, /', obtenidas de las f,, fy, .. .y Tm introduciendo
auevas variables z,/, z’, ... z,/ tales que

. —_ . . — 4
ni=x Az o=z ;... ;e =2,

de donde, reciprocamente:

o =xi—hze ; x = ... ;X = T

Pero las formas que son independientes cuando se expresan por va-
riables y, 3, .. ., z, serdn evidentemente independientes cuando se lo
hace por nuevas variables o'yx, )y reciprocamente; luego, ¢l
ndmero de formas independientes entre las L, oo, fu es el mismo
que entre fi, fs, ..., fi. Finalmente, para demostrar que la tercera ope-
racién no altera el rango, supdéngase que a los elementos de la primera
fila se les suman los elementos de 1la segunda multiplicados por i. La
nueva matriz corresponde a las formas

B=hFr2 5 do=Fa; ... b= fm.
Luego, reciprocamente:
fi=é1 =% 5 fo=¢o; ... ;fm= obm.

Ahora podemos aplicar el siguiente enunciado més amplio:

Si las formas ¢1, ¢, .. -y ¢m pueden expresarse linealmente mediante
fi, f2y . . ., fm entre las cuales hay o independientes, el nimero ¢’ de for-
mas independientes entre las é1, ¢2, ..., ém NO es mayor que p. Sean
Ju Sy ..., f,, o formas independientes entre las f, fo, ..., fm por medio
-de las cuales todas las otras formas de este sistema pueden ser expre-
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sadds linealmente. Entonces, tomando cualesquiera sz ¢ + 1 de entre

las formas i, ¢2, -+, $m Y llaméndolas, por simplicidad, $1, 42, - -, by
podemos expresarlas mediante fi, foy -, fo asit

Y= cufi +eafe + .ot co fo
dy = cnf1 + cufet+ ...+ 20 fo

d?o' = calfl +‘ chf2 +' e Ji_ Capfp-
Para p ecuaciones con g incognitas iy, Az, « - -y Ast

cnhi Fenre + ... FCaks = 0
Cohi + Chat .ot Cahe = 0

Clp)\l + Czp)\z + N + 6697\5 =0
pueden ser satisfechas por valores Ay, Az, - -, %, no todos cero, desde que
hay més incégnitas que ecuaciones. Pero entonces

b + Aebe o + A =0,

lo que demuestra que las formas U1, Yz, ..., Ys sOD linealmente depen-
dientes. Luego, se sigue que ¢ = o
Volviendo a las formas

=+ N pe=f2; oo ; om = Im,

y llamando ¢ al mayor de los nameros de formas independientes entre
ellas, concluimos que o' < p. Desde que fi,f2y o rfm pueden expresarse
mediante ¢1, ¢, - .., $m tenemos, por la misma razén p £ ¢’y luego
o/ = p, lo que demuestra que el rango de la matriz no se altera por la
operacién 3.

Para reducir una matriz a la forma normal, suponemos que contiene
clementos distintos de cero. Entonces, por una cierta cantidad de inter-
cambios de filas y columnas, un elemento que no es cero puede ser
ubicado en la interseccién de la primera fila y primera columna. Multi-
plicando ahora ]la primera columna por factores elegidos conveniente-
mente v sumindola a las restantes columnas, podemos hacer iguales a

cero todos los elementos de las columnas 2,3, ... pertenecientes a la
fila 1. Similarmente, podemos reduecir a cero todos los elementos de la
primera columna pertenecientes a la fila 2,3, ... Ahora la matriz tiene

en la primera fila y en las primeras columnas solamente un elemento
distinto de cero. Si aparte de éste hay algunos otros elementos distintos
de cero, llévese uno de cllos a la interseccién de la segunda fila y se-
gunda columna. Luego, mediante las operaciones 4 ¥ 3 redzcanse a
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cero todos los elementos de la segunda fila y segunda columna excepto
el elemento diagonal. Continuando de esta manera nos serd posible
reducir la matriz a la forma

a 0...... 0 0

0 b...... 00
I ...0 0
._O

0 0..... ..0 0

donde todos los elementos no diagonales son ceros y en la diagonal los
primeros ¢ elementos son distintos de cero. El rango de una matriz
de este tipo es evidentemente p y es el mismo que el rango de la matriz
original. Debe notarse que en el caso de que los elementos de la matriz
original sean enteros, la reduccién puede hacerse sin introducir frac-
ciones, como se veri en el ejemplo siguiente. Ademé4s, observando cui-
dadosamente los intercambios de filas, puede encontrarse cuiles de
las ¢ formas correspondieates a la matriz original son independien-
tes.

Ejemplo. Encontrar el rango de la matriz

2 3 4 5 6
3 4 5 6 7
4 5 6 7 8
9 10 11 12 13

14 15 16 17 18

Bi la colunina 1 se resta de las restantes, la matriz se reduce a

21 2 3 4
312 3 4
4 1 2 3 4
9 1 2 3 4
14 1 2 3 4

Luego, de las columnas 1; 3; 4; 5 réstese la columna 2 multiplicada por 2;2; 3; 4
respectivamente; esto reduce la matriz precedente a

01000
11000
21000
71000
12 1. 0 0 0
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Intercaimbiense ahora las columnas 1y 2

1 0 00
1 1000
1 2000
1 7000
1 12 0 0 O

y téstese la fila 1 de las 2; 3; 4; 5. Esto da:

1 0000
1 1.0 00
0 2 00O
0 7000
0 12 0 00

Ahora réstese la fila 2 multiplicada por 2; 7; 12, de las filas 3; 4; 5, luego de lo cual
la matriz aparece en la forma reducida

[ = A = =
[ -
=T e I e A = BN =}
o O o o ©
O 0 o o

y su rango es 2. Este es el mismo, por lo tanto, que el rango de la matriz original. Desde
que las filas no fueron intercambiadas, entre las formas

fi= 224 3y+ 4z4+ 5i+ 6u
fi= 3z+4+ 4y+ 5z4 6t+ Tu
fi= 4z+ 5y+ 6z-+4+ Tt4 8u
fi= 9z+10y+112+4+12t+13u
fe=14z+15y + 162+ 17t + 18u

las fi ¥ /2 son independientes y las restantes pueden expresarse mediante ellas. *

Problemas

Hallese el rango de las matrices

1. 2 —1 —1 2. 2 3 0
—1 2 —1 3 4
—1 —1 2 0 1 -2

3. 2 1 2 1 4 2 3 0 —2
1 2 1 2 3 4 —1 —3
1 -1 —1 —1 0o —1 —2 0
1 1 1 1 —2 —3 0
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Hillese e! nGmere de formas independientes entre las siguientes y exprésense las
restantes mediante ellas:

S5.i=z4+y—=z 6. i=2z—y—z
fr=3z—y+4z fo=—24+2y—2z
fas=—8z+5y—11z fa=—z—y+22

7. i=22+3y—2¢ 8. fi=zx+T7Tz4+1t
fo=382+4y—2—3t for=3z+2y+1524¢
Js=—y—2z fi=z+2y+z2—1t
Si=—22—3y +2¢ Ji=y—3z—t

% 5. Discusion general de los sistemas lineales. — Podemos vol-
ver ahora a los sistemas de ecuaciones lineales y examinar su resolucién
de una forma m4és general. Sea el sistema a resolver, consistente de m
ecuaciones con 7n incégnitas

f1 = an X1 + A2 Te + ...+ Aip Ty = b1
fo=auz + aure + ... + G2y = by 1
fm = Q%1 + Gme s + ... = Oy Ty = b

Supéngase que el rango de la matriz

au a2 Ain

g1 Q22 Uop

Am1  Ame Amn
correspondiente a las formas lineales fi, fs, ..., fn sea . Entonces, el
nimero méximo de formas independientes entre éstas seria ¢. Podemos
suponer que estas formas independientes son fi, fs, ...,f,. También,

por un cambio en la notacién de las incégnitas podemos suponer que

dun Qg ... a1,
G dye ... Q
d — 21 22 2o = 0 i
apl apz .. a”
Llamando ¢ a cualquiera de los nimeros ¢ + 1; ¢ + 2; ... ;m, con-
sidérese el determinante
an Qi ... 0y fl—bl ay iz ... fl an Qiz ... b]_
az1 Qg ... Qg fz —b2 oy Q22 ... fgr a1 A2 ... bz
Dy=| oo = B
Qo1 Q2 Qoo fo -bp Qo1 G2 fp Qo1 Aoz [
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el primer determinante del segundo miemhro se reduce idénticamente
a cero como se demostré en el Pirrafo 3; luego, para las variables x,,
Tg, ..., T, tenemos la identidad

ay; Oy ... Qy b1
Aoy A2y ... O b2
D, = —
Qo1 Gz ... Qpp by
G Qg2 ... Ggbs
Supédugase ahora que el sistema [1] es resoluble y que z1; %2; ... ; ZTn

son ndmeros que lo satisfacen. Entonces: fi — b = 0; fo —b2 =0, ...
eyfm —bm =0 y todos los determinantes D, =0 para ¢ =0+ 1;
. ;m, lo que nos conduce a la conclusién de que el sistema [1] no

tiene solueién a menos que se cumpla la siguiente condicién de compa-
tibilidad:

ai Qg ... A bl
Qo1 Ao ... Qg bg
A, = =0

i Qg ... 0, b

G Ogz ... Gg bs
para ¢ = o + 1;...; m. Reciprocamente, si estas condiciones se satis-
facen, tenemos idénticamente

D, =0,

para ¢ = p+ 1; ... ;m. Pero desarrollando D, por los elementos de

la dltima columna, tenemos
d(fa_bc) + dl (fl wbl) + ... +d9(fp_ba) = 0:
idénticamente en x1; z2; . .. ; Z,, de donde, desde que d = 0, se sigue que

fc“ba=clu(f1"‘b1) +Cg,(f2—*b2) + +cpc(fp—bp)7

pata ¢ = p + 1;...;m, lo que demuestra que todas las ecuaciones [1]
ge satisfardn una vez que las primeras p de entre ellas

fim=bi=0;fr—b2=0;...;f,—b,=0, (2]
se satisfagan. Ahora, éstas se satisfacen en la forma més general atribu-
vendo a Z,41; ...; T, valores arbitrarios (supuesto ¢ < n) y resolviendo
[2] para a1; za; . . . ; .. por la regla de Cramer, lo que es posible desde que

Q11 aig ... Cllp
d = do21 Qa2 az, )
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La conclusién a que nos ha conducido esta discusién es la siguiente:
Si la matriz de un sistema de m ecuaciones con n incégnitas es de
rango ¢ y las condiciones de compatibilidad

A, =0

para ¢ = o+ 1;...;m no se satisfacen, el sistema no tiene solucién
0 es incompatible. Por el contrario, si las condiciones de compatibilidad
son satisfechas, el sistema es resoluble y n — o incégnitas pueden tomar
valores arbitrarios quedando entonces las restantes determinadas.

Este criterio puede expresarse en una forma elegante tomando en.
consideracién, ademé4s de la matriz del sistema

aix Qiz ... Qg

a a ag
A - 21 22 n

Gn1 Qpg . Qnn

la asi llamada matriz ampliada

an Qi ...a, b

Qg Qg ... Qs bz
B=|% n

an Aps . . . [1 2% bn

Todos los menores de A se encuentran entre los de B, de manera que
el rango de B no puede ser menor que el de A4 que-hemos llamado ¢.
Los tinicos determinantes de orden p + 1 de la matriz ampliada que no
figuran en A son los determinantes A,. Luego, si todos estos determi-
nantes se anulan, y solamente en este caso, el rango de B es ¢. Es decir,
la anulacién de los determinantes A, es la condicién necesaria y suficiente
para la compatibilidad del sistema. Por lo tanto, la condicién necesaria
y suficiente para que un sistema de ecuaciones lineales tenga solucién es
que el rango de la matriz ampliada sea el mismo que el rango de la matriz
del sistema.

Ejemplo. Examinemos el sistema

N 3z+2y+ 5z+ 4t=0
o= bz+3y+ 224 =1
Si=llz4+T7y+1224+ 9t=k
fi= 4243y +18z+ 11t =1

[}

El rango de este sistema es 2 y las formas f; y f; son independientes. Alin mda:
3 2
5 38

d= =0,
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y las dos condiciones de compatibilidad son:

3 20 3 20
5 3 1| =0, 5 3 =0,
11 7 k 4 3 1
de donde k = 1; I = — 1. Por lo tanto, & menos que k = 1; 1 = —1, el sistema pro-
puesto no tiene solucién. En el caso de que k = 1; [ = — 1 tomamos las dos primeras
ecuaciones y las escribimos en la forma
3r+2y=—5z—4t
5z+3y=—2z2—t+1
y resolvemos para e y. Esto da:
z=11z4+10t4+2,
y=—19z2—17t—3,

y con z e y asf determinadas, todas las ecuaciones quedardn satisfechas, mientras z y ¢
gerdn totalmente arbitrarias. J¢

Problemas

Examinese la compatibilidad de los siguientes sistemas:

1.2z—y—z=1, 2.2z+3y=1,
z—2y+z=1, 3z+4y+2=0,
z4+y—2z=1. y—2z=3.

3.2z 4+y+224+1t=0, 4.2x+3y—2t=k,
z+2y+z2+2t=0, 3z +4y—z—3t=1,
r—y—z—t=2, y+22=1,
r+y+z+t=1. 2z 4+83y—2t=0.

5. :4+y—z+t=1, 6. z+y+z+t=0,
x+2y—z+3t=1, 2z +3y—2z+t=1,
r—z—t=1, —y+4z+t=2,
z—y+z—3t=3. z+5z4+2t=—1.

Aplicaciones geométricas de los determinantes

% 6. Ecuaciones de rectas, planos y circulos en forma de deter-
minantes. — Es facil escribir en forma de determinante la ecuacién
de una recta determinada por dos puntos distintos o la de un plano
dado por tres puntos no alineados. Sean A: (z1;%1) ¥ As (22;y2) dos
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puntos distintos dados por sus coordenadas con referencia a un sistema
de ejes ortogonales. El determinante

1 =z y
1 = Y1 =0 [11
1 = w

desarrollado, es una ecuacién de primer grado en z e y si sus coeficientes
1 n 1 =

1y2

A= — B =

lxz

no son ambos iguales a cero. Luego, [1] representa la ecuacién de una
recta expresada en forma de determinante. Se satisface para z = x,
Y=Yy =2, y =y de manera que la recta determinads por [1]
pasa por los puntos A; y A.. Tres puntos A, (z1;y1), Az (22 y2), As
(x3; ys) estardn por lo tanto alineados sélo si

1 o wn
1 T2 Yo = 0.
1 T3 Ys
Supéngase ahora que Ai (21;y1;21), Az (T2; ¥2; 22), As (Ts; ys; 23) son

tres puntos no alineados en el espacio, determinados por sus coordenadas
referidas a un sistema de ejes ortogonales. La ecuacién

1 2 y =2
I = h 2

=0 2
1 ZTa Y2 22 [ ]
1 x5 ys 23

es de primer grado en z, y, z y sus coeficientes:

1 1y 2z 1 o 2 1 ooy
A= — 1 Y2 22 ; B =11 Te 22 C=— 1 2 Ys
1 Ys 23 1 x5 2z 1 x3 2

no son los tres iguales a cero, pues la anulacién de los tres significa que
las proyecciones de A, Az, A; estin alineados en los tres planos Y0Z,
Z0X, XO0Y lo que implica que A;, As, A; sean colineares. En conse-
cuencia, [2] representa un plano y este plano pasa por 4,, A, A; puesto
que el determinante se anula para

= T, Y =Y, 2 =2.
T =1 Yy =1yz; 2 = 2y
T =1T3; Y =Ys; z2 =23
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Igualmente ficil es escribir en forma de determinante la ecuacién
de un circulo que pasa por tres puntos no alineados A z; 1) Az (223 y2)
As (235 y3).

La ecuacién

22 +y oz oy
2Pty o oy
Tt 4 Yt T2 Yo
xs? + y32 T3 Ys

=0 {31

It et et ek

tiene la forma
A@+y) +Bx +Cy+ D=0,
con
1 Yy 1
A=z y 1

23 ys 1

distinto de cero. Luego [3] representa una circunferencia que pasa por
Ay, Az, As. Similarmente la ecuacién

22 4y b2 o oy 2z
x4+ yf’ + 22 m 1z
xo? ~+ y22 + 27 X2 Y2 2
st + Yt 2w ys 2

=0 [4]

— et et

representa una esfera que pasa por los cuatro puntos Ay (zi;¥1;21),
As (T2, Y25 22), As (Ts;Ys; 23), As(¥4;Y4;21) que no estdn en el mismo
plano. v

% 7. Area de un triangulo y volumen de un tetraedro. — Si

Az + By +C =0 (1]

es la ecuacién de una recta I, y P (X; Y) es un punto arbitrario, la
expresién
_AX 4+ BY+C

VA T B

b

representa la distancia de P a [ tomada con un cierto signo. Considérese
ahora un tridngulo con vértices A (z1;y1), Az (22;¥2), As(xs;ys). La
ecuacion del lado 4, A, puede escribirse en forma de determinante

1 =z y |
1 2z $n =0
1 To Y2
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7y los correspondientes coeficientes 4 y B en la ecuacién [1] son
A=y —1ys B=1z—u,
tal que

VA + B = V(@ —2)* + (11 —92)* = la,
es la longitud del lado A4, 4,. Luego:
1 =5 ys
1 o ol
1 =z v

representa la altura desde el vértice A; tomada positiva o negativa,
¥y por lo tanto

I 1 23 ys 1 = »n
1 = n = 1 z Ya
' 1 a Yo 1 z; Ys

es el doble del 4rea del tridngulo A; A; A; tomada con signo + 6 —,
Llammando A a esta 4rea, tenemos entonces:
1 T W
+2A4A = 1 =z Y2
1 T3 Ys
y puede agregarse, dejando la demostracién a cargo del lector, que el
signo serd 4+ 6 — segln que el sentido del tridngulo 4; A; A3 (con este

ordenamiento de vértices) sea positivo o negativo.
La distancia de un punto P (X; Y; Z) al plano

Az + By +Cz+ D =0,

tomada con un cierto signo, estd dada por la férmula

AX +BY+CZ 4D

d = —_—
'\/A2+B’+C’

Considérense ahora los cuatro vértices A; (z1;y1;21), Az (x2; ¥s; 22),
As (%35 935 23), A4 (24;Ys;24) de un tetraedro. La ecuacién del plano
Ay Ay A; escrita en forma de determinante es:

y oz

z
P N 2| _ 0
Yo X2 2o

Ys 23

~

Pt e b e
|

8
)
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y los correspondientes coeficientes

1 51 oz 1 2 =z 1 = oun
A= — 1 Y2 2z B=11 2 2 C=—{1 =z Y2 1,
1 Ys =3 1 T3 23 1 T3 Ys

representan numéricamente el doble del 4rea de las proyecciones def
tridngulo A; A; A; sobre los planos coordenados YO0Z, ZOX, XOY.
Como se sabe por Geometria Analitica, la suma de los cuadrados de
estas 4reas es el cuadrado del 4rea del tridngulo A; A; A;. Llaméandolo
A, tenemos, por lo tanto:

A+ B + C* = 4 A,

v la distancia del vértice 44 del tetraedro a la cara opuesta, tomada
con signo + 6 —, estd dada por

1 x4 ys 24 Il ooy o&

d= IR 2O O N S I S-SR R
2A |1 22 y2 2 2A |1 =z ys =z

1 x3 ys 23 1 24 ys 24

Desde que el volumen V del tetraedro es

V== iA d,
3
tenemos finalmente

T o2 1

3 1
6V = oY A
Tz Ys 23 1
Ty Ys 24 1

El signo =+ depende del sentido atribuido al tetraedro A; A, 43 4.,
tomdndose los vértices en este orden; pero no es necesario para nosotros
examinar aqui esta cuestién del signo ¥.

% 8. Potencia de un punto con respecto a un circulo. — Con-
sidérese un circulo I' con centro en O y radio B y un punto P a una dis-
tancia PO = d del centro. La expresién

p=ad—F,
se llama potencia de P respecto de T. Sea la ecuacién de T
©?»+y*+ Az +By+C =0,
que puede escribirse también en la forma

(zx —a)?+ @y —b*—R:=0,
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siendo @, b las coordenadas del centro de I'. Sustituyendo en ellas z, y
por las coordenadas X, ¥ de P y teniendo en cuenta que
(X —a)? 4+ (Y —b) = d?,
vemos que
X —a)?+ (Y —b)—R*=p,
en otras palabras, la potencia de P (X; Y) con respecto al circulo
22+y+4z+By+C =0,

es
p=X*4+Y*+AX + BY + C.

Sea
22 4+ 2z oy 1
Pty w1
P+ oyt 2 oy 1
z oy oz oys 1

=0 [1]

la ecuacién de la circunferencia que pasa por los tres puntos Ai (21; y1),
As (225 y2), As (z3;ys). Desde que el coeficiente de z* + y* en el deter-
minante [1] desarrollado es

2z oy 1
T2 Y2 1
T3 Ys 1

que representa el doble del drea A del tridngulo A; A; A3, se ve facil-
mente que el determinante

zld A+ yd x4 Y
P+t wowm
z Yt T2 Y
z3 4+ y32 T3 Y3

- e e

es el producto de 2 A por la potencia p de un punto A4 (z4; y4) arbi-
trario con respecto a la circunferencia circunseripta al tridngulo A; 4. 4s.
Por una redistribucién de las filas en este determinante tenemos

z? + y12 i Y
2l oyt 22 Y
—2Ap =
P 22+ ys? xs ys
zd + y42 Ts Y

[ e o

Combinando de una manera ccnveniente esta importante férmula
con la regla de multiplicacién de determinantes, estaremos en condi-
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ciones de obtener identidades notables que llevan a interesantes teoremas

geométricos y.

% 9. Corolarios geométricos. — Multiplicando fila a fila el deter-

minante
oty —2xz; 2y 1
z? + ?/22 —2z, —2 '} 1
x32+y32 —2 3 —2y3 1 - —8Ap
| 2342 + yf -2 T4 —2 Ya 1
por
1 = U 2?2 + y12
1 2 Y2 xs? + ?/22
=24
1 x5 ys a5 + ys? p
1 x4 Y4 242+ y42
y poniendo, por brevedad:
Py = (xi —x)* + (yi —¥5)*,
tencmos
O l212 Z213 l214
l212 O l223 l224
—1 22
CAP =1y By 0 B [
Py oy % O

Esta es una relacién entre el drea A de un tridngulo A; A: 43, Ia
potencia del punto 4. respecto a la circunferencia circunscripta al tri-
idngulo y las seis distancias a los puntos A;, A, A;, A4 tomados dos a
dos. Multiplicando las columnas 2, 3, 4 en el determinante [1] por (li; l14)?,
(Lz Lia)?, (Ls lLi3)?, respectivamente, tenemos:

0 (lwulhshs® (lolsha)? (hehsh)?
1%y 0 (helas hia)? (lie las las)?
_ 2 2 4 _
16 A? p? (L Lz Lis) Pis  (lis b Tag)? 0 (h s lse)?
Pra (sl las)? (Lo s lse)? 0
o sea
0 1 1 1
1 0 (les L)?  (his laa)?
— 2.9 4= "
16 A2 p? (L2 Lz l1a) (liz lis L) 1 (lua lss)? 0 (s Lsa)?
1 (hsle)? (hielse)? 0
y finalmente
0 1 1 1
1 0 (Lia la3)?  (lia L34)?
_ 252 2
AP =11 el 0 (el 21
1 (hsbha)?® (lalse)? 0
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Supéngase que A4 se sitda en el centro de la circunferencia circuns-
cripta al tridngulo 4; A, A;; entonces: p=—Ry he = by = lzs = R.
Simplificando el factor B* en ambos miembros de (1], llegamos a la si-
guiente relacién entre los lados y el 4rea de un tridngulo, en forma de
determinante:

0 Iy B, 1 1 0 By Iy
1212 0 1222 1 1 l212 0 l223
[ — =
16 A l213 l223 O 1 1 l213 1223 O
1 1 1 0 0 1 1 1

Para utilizar notaciones m4s familiares, sean q, b, ¢ los lados y sea
he = a, hs =b, I3 = c. Entonces:

1 0 a® b2
1 a2 0 ¢?
2 =
16 4 1 b e
01 1 1

o bien, desarrollindolo
64°=(@+b+c)(ea+bdb—c)(a+c—b)@® +c¢c—a),
que es una férmula bien conocida. Comparando el dltimo determinante
con el segundo miembro de [2] deducimos una férmula interesante
16 A2 p* = (los lie + ls o + Lo las) (los lua + s lou — lia Usa)
(Vos s + Tia baa — lis baa) (s laa + Lia Ta — las Lo

Supdéngase que los cuatro puntos A, Az, A3, A, estdn en un mismo
circulo; entonces p = 0 y, dejando de lado el factor positivo

bislis + lis s + b las,

tenemos una relacién entre las distancias de cuatro puntos de una
misma circunferencia:

(sl + halas —lialas) (las by + liolss — Lis lay) (halas + lalse —lasls) =0,
o bien, escribiendo por simplicidad:

s =a, lss = b, laa=c¢,

hi=d, s =e, Ly =f,

entonces:
(@ + e¢f — ac) (bd + ac —ef) (¢f + ac —bd) = 0.

Si A1 A; A3 A4 es un cuadrildtero convexo de lados A1 Ay = a, A: A; =
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=b, AsAs=c¢, Ayd1=dYy diagonales A, As = ¢, Az 44 = f, entonces
necesariamente:
ac +bd —ef =0.

Para demostrar ésto, téngase en cuenta que en A; A. Az Ay, que estd
inseripto en un circulo, la suma de los 4ngulos opuestos es 180° v por
lo tanto hay un lado para el cual los dos 4ngulos adyacentes son obtusos.

Si se elige la nomenclatura de manera que ese
Ay lado sea b, entonces, evidentemente es:

e>a;e>b;f>b;f>c,
v tal que ¢f > ac y luego

bd + e —ac > 0.

A A
‘W ? Por otra parte:
Az | of —bd =e(f—b) —b(d—e),

es positivo en el caso de que d < ¢, desde que f > b. S8id > ¢, se deduce
de la desigualdad casi evidente

e+ f>b+d

que
f—b>d—e

y nuevamente, que:

of —bd > (d —e) (e —b) >0.

Luego, en todos los casos, ef >bd y
ef + ac —bd > 0.
Por lo tanto, si 41 A; A3 A es un poligono convexo inscripto en una
circunferencia existe la relacién
ac + bd = ¢f,
entre el producto de las diagonales y la suma de los productos de lados

opuestos, conocida cn la geometria elemental como teorema de Pto-
lomeo ¥.

¥ 10. Extension a las tres dimensiones. — No hay dificultad en
extender las consideraciones de los Parrafos 8 v 9 a tres dimensiones.
En primer lugar, la ecuacién de una esfera circunscripta al tetraedro
de vértices

Ay (m g z) 5 As (w25 25 22) C A (s yss2s) 5 Ax (a5 Y 24),
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puede presentarse en forma de determinante asf:
2 4y +22 oz oy 2z 1
Pttt nom o 1
*tyltt e 2 oy oz 1] =0.
Tty 2 o oys o2 1
T + yd + 2 24 Ys 24 1

Ademds, si Res el radio de la esfera y d la distancia de algin punto
As (%53 ¥s; 25) a su centro, entonces la cantidad

p=d—F,

es la potencia de A; con respecto a la esfera, y como en el Pirrafo 8
podemos establecer ficilmente la relacién
2ty +22 2 oyoz 1
Pyttt T oy oz 1
6Vp= |zt y?+2 25 ys 23 1
rd +yd 28 ze oys oz 1
P oyt 2 x5 oy oz 1
donde V es el volumen del tetraedro A; 4, 45 A,. Mutltiplicando fila g
fila el determinante
oty +a 2 —2y —22 1
Zy? +y2 + 2! —22x —2y2 —2z 1

. L ST48Yp
TPyt 2 —215 —2ys —22 1
por
I =12 2+ 422
1 2y 2o 2 +y2 +22 ——6Vp

]1 Ts Ys 25 as? +y5 + z®
v haciendo, por brevedad:
Py = (@— ) + (yi —y)? + (2 — 2))?,
tenemos:
0 1212 1213 l214 l215
l212 0 l223 l224 lz?j
288 Vz p2 = l213 l223 0 l234 Zzaa
Pra Py B30 0 B2

i P D B2 2 O
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Los nameros l;; son las diez distancias entre los cinco puntos 4., 4.,
As, Ay, Ag. S1 Ag se sitiia en el centro de la esfera circunscripta al te-
traedro A; As A; Ay; entonces p = — R* y

lls=125=135=l45=R.

Simplificando el factor R* en ambos miembros, llegamos a la expre-
si6n, en forma de determinante, del volumen del tetraedro en términos
de sus aristas:

0 121‘2 l213 Z214
l212 0 l223 Z224
288 V2= | 45 1% 0 [P
l214 1224 l234 0

1 1 1 1

O R e

Este determinante igualado a cero representa la relacién entre las
distancias mutuas de cuatro puntos coplanares cualesquiera. ¥



CAPITULO XI

FUNCIONES SIMETRICAS

1. Definicion de funciones simétricas. Funciones sigma., — Un
polinomio en las variables zi;s; ...;z, se llama polinomio simétrico
o funcién simétrica de estas variables, si no cambia alterando el orden
de las variables de manera arbitraria. Para ésto basta que el polinomio
no altere intercambiando dos variables cualesquiera. Por ejemplo, los
polinomios

@+ b 42 —ab—ac—bec ; a® + b + ¢ — 3 abe ;
(@ 4+ b+ ¢) abe,

son polinomios simétricos, o funciones simétricas, de las variables a,
b, c. En igual forma:

ot + 2t + w3 (T me + 20 2s) (@125 + Tazs) (T124 + 24 z3)

y
(1 + 22 — T3 — 24) (@1 + x5 — 22 — 24) ($1+$4—$2“‘x3),

son funciones simétricas de las cuatro variables Z1; T2; T3; 4. Efectuando
la suma de todos los términos diferentes que se obtienen de un término
genérico

M Te® ... Tpom,

donde a1, a3, ..., an son enteros positivos, reemplazando los indices
1,2, ..., m por todas las posibles variaciones de m ndmeros tomados
de los 1,2, ..., 7, se obtiene una funcién simétrica de las variables
T1, Te, - .-, Tn que Se llama funcidn sigma, del tipo (a, as, s, Gm) Y SE
indica con el signo (1)

Zum ... Ly,

Por ejemplo, para n = 4;
Lo’ T = 20 + 222 T + 2l 2t el T + lzla +

+ 2zl + x? 232 24 t+ z?zlzs +
t+ 2Pzl + 2z + xlxlas + 22Tl 2

() Més generalmente, X g (z1; zo; . . . ; Zm) significa la suma de todos los términos
diferentes que se obtienen reemplazando 1, 2, ... m por todas las variaciones posibles
de m ntimeros tomados eatre 1, 2,...,n.

285
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es una funcién sigma del tipo (2; 2; 1) en las variables zi, xs, 3,
Z4.

Entre las funciones sigma son especialmente importantes las llamadas
funciones simétricas elementales:

o= ; Zmxa=f ; o1 =fa;...;
P STy .. T =T1 &2 e T = fne
También son importantes las « sumas de potencias »
S =X Tta =T + 2% + ... + Tna
Si una funcién simétrica ¢ (z1; 22} ...; zs) contiene un término
ATAM L% . . . T,

contendrs el conjunto de términos

a D 1% L% . . . Tt
y si éstos no agotan todos los términos de ¢ (21; 22; . - . ; Zn), entonces la
diferencia
G (X1, T2} ... jTn) — B E TMT ... T®m,

contendrsd términos de la forma

bbb . .. b,

vy por lo tanto, también:
bZ xlel .’cg‘*’ Ces x,ﬁr .
Continuando en la misma forma, llegamos a la conclusién de que toda
funcién simétrica es una combinacién lineal de funciones sigma:
b (1 Ta; ... (Tn) = AT TUT% ... Toom + DT ;PP L 2,b 4
JFe X mripere ... 2 L

El proceso de descomponer una funcién simétrica en funciones sig-
ma se indicard por medio de un ejemplo.

Ejemplo. Sea

@& = (21 + 22— 23 — x4) (21 + T3 — T2 — z4) (@1 + T4 — T2 — T5)

Este es un polinomio homogéneo simétrico de grado 3. Los términos genéricos de las
funciones sigma que lo componen serin:
1% L% T3% 14%4
donde
o+ ap -t as + o =3
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y supondremos que «; 2 @ = s = @4 2 0. Los dnicos grupos de exponentes posibles
son

« 2 %3 2
3 0 0 0
2 0 0

1 1 0

¥y quedan s6lo por determinar los coeficientes de los términos

ary® ;3 bxzy ; crixexs.

Para determinar ¢ y b podemos hacer z; = z, = 0 en ¢, lo que no afecta a los términos
que sélo poseen las variables z; y z2. ¢ queda entonces:

(z1 4 o) (31— 12) (31 — 2).

Es fécil ver que @ = 1; b = — 1. Para hallar ¢ podemos hacer z4 = 0 en &; entonces
¢ queda:

(@1 + 22— x3) (31— 22 + 23) (@1 — T2 — 23)

Para hallar el término en z; z; z; hacemnos notar que puede obtenerse de las siguientes
maneras:

. Tomando zi, z,, zz de los factores , 3 tenemos su producto: -+ z1 227

. Tomando zj, z3, z2 de los factores , 3 tenemos su producto: — z; 2z 23

. Tomando z,, z3, 7. de los factores , 3 tenemos su producto: + ;22 23

, 3 tenemos su producto: -+ z; ;23

1, 2
1, 2

. Tomando zs, z1, x; de los factores 1, 2, 3 tenemos su producto: — z1 z2 3
1, 2
Tomando zs, 3, z2 de los factores 1, 2
1, 2

= R N

. Tomando z3, 22, 21 de los factores , 3 tenemos su producto: -+ 1 2 23
Total: 221222
Por lo tanto, ¢ =2 y

=2z —Zx?r:+2Z 212225

Si en una funcién simétrica ¢ (z1; Z2; . . . ; Tn) sustituimos las variables
por los ndmeros a, @, ..., @, que son raices de una ecuacién

2+ prtt +pett L.+ P =0,

el nimero resultante ¢ (a1; a2} . ..; an) se Hlama funcién siméirica de las
rafces de esta ecuacién. Esta terminologia no es correcta puesto que un
nimero definido no puede ser llamado funcién, pero est4d consagrada
por el uso y nosotros la utilizaremos. Asf, las funciones elementales
simétricas de las raices aj, @, .. ., a, si la ecuacién se escribe en la forma:

Gr*+arr+ ... +a, =0
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son:
Sag=—P1 ; S =D ; Lo dals = —P3;...;
Zoar...an = (—1)"py
6
ay as as
Ea1=—-—— y 2a1a2=———— ; 2a1a2a3=——-—;...;
Qg Qg Qg
a
Saraz ... g = (— 1) s
Qo
Una fuacién racional ea las variables zi, a3, . . ., Zu:
¢ (T1; T2; ... ; Tn)
b
b (215 T25 ... 5 Zn)

donde el numerador y el denominador son polinomios, se llama simélrica
si no se altera para todas las permutaciones de las variables. As{

a? b? c?

+ +
b+e¢ a+c a+b

)

es una funcién racional simétrica de las variables g, b, ¢. Si las variables
en una funcién racional simétrica se reemplazan por las raices de una
ecuacién, el nimero que resulta se llama también funcién simétrica de
1as raices de esa ecuacién; una terminologia incorrecta que, sin embargo,
acostumbra a usarse.

Problemas

Verificar que las siguientes funciones son simétricas y descomponerlas en funciones
sigma:

1. (z1 + 22) (21 + 23) (22 + ).

(z1 + 222 23 + (@1 + 2:)* 22 + (22 + 23)* 71,

. (@ — 2 2+ (11— 23)2 22 + (T2 — 28)? 20

(x1 4 22)2 22 + (21 + 23)2 22 + (22 + 23)2 2

.z — 32)? (21— 23)? + (21 — 22)? (32 — 23)2 + (11 — 23)? (22 — Ta)™
o (@1 — 22)? (21 — x3)% (22 — 23)%

(@12 T ) F @z 2270 F (T 24+ 22 70)

P S RN R N SR

. (:El 2 + 23 .’54) (.’C; 3 + T2 .’t4) (1?1 T4 + T2 Zs).
9. (t1+axs—23— 2+ (B + 23— 22 —24)? + (21 + T4 — 22 — z3)2
10. (:Cl +x;—z.-—-z4)2 (271 +$3—Iz—1}4)~'+(21 +a:2—z;——:c4)2 (x1+$4—'132—.‘vs)"’ +

+ (@1tzs—2e—74)? (T +Ls—T2—20)%
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2. Formulas de Newton. — Las sumas de potencias
Sa = T1% + 2 + ... + T.%

pueden expresarse como polinomios en las funciones elementales simé-
tricas, o lo que es 1o mismo, en términos de los coeficientes de

J@ =(@—z)(—m) ... (z —a,) =2" + pya=' + ... + Da.

Esto puede verse de la siguiente manera: En muchas oportunidades
hicimos uso de la identidad

I () 1 1 1

= + o p——
f (=) T—x T — T — 2z,

Escribdmosla en la forma

ARO[ N 1O "
r—z T — 2o T — 2z,

y tengamos en cuenta que:
e L1 Lok AR ey
r—xg
donde
h@ =z+pm ; i@ =2+ pz+p ;
fa(x) = 2 + pi2® + paz + Ps

¥, en general:
fil@ =zt +pot + .+ p,,

para k = 1,2, ..., n — 1. Introduciendo las sumas 8. tenemos:
fe@) +fe(@) + ... 4+ () = sk + prspa+ ... + npk,

de modo que el coeficiente de 2" *~! en el segundo miembro de la iden-
tidad [1] es:
Set P18+ ...+ npg.

En el primer miembro de la misma identidad el coeficiente de zn—it

es (n — k) px, e igualando ambas expresiones obtenemos:

Skt Piskat ...+ npr = (n—k) px
6

St T P1Ska t+ ...+ hpr =0,

para k = 1,2,...,n — 1. Esta relacién sigue siendo vilida para k = n.
De hecho:

T@) =ar + prae? + ... +p=0
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y, efectuando la suma de estas identidades para 7 = 1,2, ..., n, obte-
nemos:
Sn+ D181+ ... F Py =0.
Asi:
$1+p$ =0
ss+psi+2p=0
ss+ P2+ P51 +3ps=0

Estas son las llamadas férmulas de Newton. De estas identidades
podemos calcular sucesivamente las sumas de potencias de 3, Sz, . . ., Sy,
en funcién de los coeficientes pi, ps, . . ., pn del polinomio:

f@@)=@—2z)(x—22) ... (& —2x) =2 +pr2" + ... + P,

y reciprocamente, estos coeficientes por medio de Sy, Sz, - .., Su. Las
expresiones de s, Sz, 83, .. en funcién de pi, ps, Ps, - .., POT Se€r identi-
dades, serdn validas si se reemplazan p, pz, ... POr NUMeros, y i, &z,. - -
por las rafces de la ecuacién

o+ pant+ . pa=0

De esta manera, las férmulas de Newton permiten calcular por recu-
rrencia las sumas de potencias similares de las raices de una ecuaciéon, y
reciprocamente, podemos calcular los coeficientes de esta ecuacién si
se conocen las sumas de potencias similares de las raices. Efectuando
la suma de las identidades

zof(x) = 2t + pradttl 4 P = 0

para ¢ = 1,2, ...,n, obtenemos, tomando v =1,2,3, ..., las rela-
ciones de recurrencia

Spp1 +P13n + +pn81 =
Sppz F Pr1Sot+ .. T Pas2 =0

que nos permite expresar Spy, Smse, ... €0 funcién de pi, ps, ... Las
relaciones de recurrencia obtenidas tomando v = — 1, —2, .
Spa1 + P1Snz t ... T Pasa =0

Sp—2 -+ P18n-3 + ... + Pus2= 0

.............................

servirdn, en la misma forma, para calcular las sumas de las potencias
negativas de las rafces, supuesto p, = 0. Las relaciones de recurrencia
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para Sp+i1, Sni2... parecen diferentes de ias férmulas de Newton, pero
coincidirdn con ellas si establecemos que p, = 0 cuando r > n.. Damos

a continuacion las expresiones de sy, 83, . . ., 8 en funcién de py, ps, . . ., Dot
= —mn

s =P —2p

Ss=—p +3pip —3ps

ss=p' —4p’p +4p1ps —4ps +2p

5= =D +5pPpe + 51 P —5pspE—5Dip®+ 5p2ps — 5 py

S6 =D —6ptpe + 60 Ps —6p2Di— 12P1p2ps + 6 D2ps + 61 ps—
—6ps + 9pPp? —2pf + 3 ps

Obsérvese que p, = 0 si 7 es mayor que el grado de la ecuacién.

Problemas
Calcular por recurrencia:
1. 81, 82, 85, 84, S5, Ss para z* —3zx -+ 1 =0,
. 8, 82, 83, Sa para z* —3 224+ 2zx—1 =0,
. 81, S, 83, $4 para 2t —4zx—1 =0.
. 8.2 Sz para 2zt —6224 x4+ 1 =0,

« 8.1, S_2, S_3, S_4 para b — a3+ 2241 =0,

S N e WN N

. 81, 8, s3para 2zt 22—z +1 =0.

Hallar las ecuaciones de menor grado que satisfacen las condiciones.

7. 8 =0; 82 =5; 853 = —86. 8.5 =0; 8 =0; 83 =5 =1,
9. 81 = 18; s, = 162; s3 = 1701.

10. ss=1; 8= —1; 8 =1;84=—1; 8 = 1.

. s, =—1;8:=2; 53=—3.

12, 53, =0; 5.2 =1; s_3 =0; s4 = 3.

13. Si una rafz r de una ecuacién f (z) = 0 es mayor en valor absoluto que las demés
raices, demostrar que la razén

Sn4-1
Sn

tiende al limite r al tender 7 a infinito. Por lo tanto, para n suficientemente grande es:

Sp4-1
Sn
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aproximadamente; y, si todas las raices son reales y positivas:

n

s —

2 <Al
Sn

Esta es la idea fundamental del método de Daniel Bernoulli para calcular por aproxi—
macién la raiz numéricamente mayor de una ecuacién. ;Puede idearse un método similar
para calcular la rafz numéricamente menor?

14. Aplicar este método a las ecuaciones
(@) 22—z —1=0 @) 22—T7z+4=0
tomando hasta n = 10, y examinar la aproximacién obtenida.

15. Calcular la menor rafz de 8 + 322 + 22 —1 = 0 por el método de Daniel Ber-
noulli, tomando hasta n = 10, y examinar la aproximacién.

nin-—1
*16. Sean yi, ¥z, - - -, Ym, donde m = —2—)- , las sumas de las raices de f {(z) =0

tomadas de a dos, y sea:
Sk =y1k+y2k+ oot ymE
Demostrar que:

k k
2Sk+2ksk=sosk+(1)slsk_l+ (2)323k_2+ ..+ sk so.

SugesTi6N: El segundo miembro es:

Z 2 (z; + =k
j=1i=1

* 17. Si las raices de la ecuacién 22 —3z +1 =0 son « 8, 71, hallar una ecuacién
cuyas rafces sean « + @, « + 171, 8 + 7.

nn—1 . .
18. y1, ¥2, - - -, Ym, donde m = —-(—2 ) , representan los cuadros de las diferencias

entre dos raices de una ecuacién de grado n y sea:
Sk =yk+yr+ oyt

Demostrar que:

2k 2k
282: = 8¢ Sk — St 82fant ~+ 82 8gf—2 = ... + Sa So .
1 2

SucesTié6N: El segundo miembro es

Y Y =

j=1i=1

* 19. Si las rafces de la ecuacién 22 —32z + 1 =0 son o, B, 71, hallar una ecuacién
con raices

(e—8)2; (@a—1)? ;5 (B—1)
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* 20. Resolver el mismo problema para la ecuacién z* —7z 47 =0.

* 21. Hallar el limite inferior de las distancias entre dos rafces reales de las ecua-
ciones: (@) z* —3z+1=0; ) 22— 7z + 7 =0. ;Cémo puede ayudarnos el cono-
cimiento de este lfmite inferior para separar las rafces?

% 3. Teorema fundamental sobre funciones simétricas. — El
hecho de que las sumas de potencias puedan expresarse como polinomios
de las funciones simétricas elementales, es un caso particular del si-
guiente teorema general:

Teorema fundamental sobre funciones simétricas: Toda funcién simé-
trica de las variables 1, 2s, . . ., Z, puede expresarse como un polinomio
en las funciones simétricas elementales. Ademds, los coeficientes de este
polinomio se oblienen por sumas y restas de los coeficientes de la funcién
simétrica. En particuiar, si estos wltimos son enteros, los primeros serdn
también enteros.

Demostracion: Entre las varias demostraciones conocidas de este
teorema, elegiremos una elegante demostracién realizada por Cauchy.
En primer lugar, demostraremos el teorema para el caso de dos va-
riables z;, 2 cuyas funciones simétricas elementales son:

fi=z+ 2 5 o=mas.

Sea F (z1;z;) una funcién simétrica. Ordenada en potencias de i,
puede escribirse asi:

F(xl;xz) =Aoz;i™ + Ayt 4+ ...+ Am,

donde Aq, 44, ..., A son polinomios en z.. Reemplazando z. por fy — 1
y ordenando el polinomio resultante segdn las potencias de z; y fi tam-
bién en potencias de z; nos queda:

F(x1;2) = Bozi' + Bia?* + ... + By,

donde B, By, ..., B; son polinomios en fi. Introduciendo una nueva
variable ¢ en lugar de z;, dividiremos:

¢ () = Bott + Byt 4+ ... + B,

por

@ =8—fit+fa.
Entonces, vemos que, idénticamente en ¢:
) =f®OQW + Ct+ D,

donde C y D son polinomios en fi, f: con coeficientes hallados en la
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forma que se establece en el teorema. En esta identidad hagase ¢ = zy;
entonces, por ser f (z1) =0y ¢ (1) = F (215 22):

F(zy;1) =Cni+ D.

IntercAmbiese ahora z; y #.. El primer miembro no cambia y tampoco
C y D; por lo tanto:

Cxi+ D =Czy+ D
o bien:
C (.’1}1 - (Ez) =0 .
idénticamente en z;, 22, y por lo tanto C = 0. Entonces es
F(z,22) = D,
y D es un polinomio en f1 y fi, lo que demuestra el teorema para dos
variables. En adelante procederemos por induccién. Suponiendo que el

teorema se cumple en el caso de funciones simétricas de n — 1 variables,
demostraremos su validez para funciones simétricas de n variables.

Llamando ¢, @2, . . -, #u—1 las funciones simétricas elementales de las
n — 1 variables 2s, 23, . .., Tn, tendremos, evidentemente:
fi=ai+ 1 ; fo=mdr+ 2. ;fom1 = T bn2 T In1,

por consiguiente, reciprocamente:

r=—x+fi 3 =t —ufi S b =
= (— Dtz — i fi 4+ . (= D7 ).

Sea ahora F (21;Zs; .. .; Ta), 0 simplemente F, una funcién simétrica
de n variables. Ordenéndola en potencias de z;, podemos escribir:

F = Ao.’L’l"' + A1$1""—1 + ... +Am,

y aqui los coeficientes son funciones simétricas de s, X3, . . ., Ta. SUPO-
niendo que el teorema se cumple en el caso de n — 1 variables, podemos
expresar Ao, 41, ..., Am como polinomios en ¢, ¢, ..., dn-1. Si susti-
tuimos ¢1, &3, ..., Pn1 POr SUS expresiones en z1, f1, f2y -« o5 oo, lOS
coeficientes Ao, 41, ..., Am quedardn expresados como polinomios en
z3, f1, fay - -, fna. Sustituyendo estas expresiones en F y ordenando
nuevamente la expresién resultante seguin las potencias de 1, podemos
eseribir:
F = Boxl + lel_l + +Bl,

donde B, By, ..., B, son polinomios en fi,fz ..., fa—1. Introduciendo
una nueva variable ¢, escribimos:

6 () = Bott + Byt + ... + By
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y dividimos ¢ (f) por:
J@O =tr—fitnt 4 fatn? 4 L (— DS,
El resto serd de grado no mayor que n — 1, y tendremos la identidad.
en t:
¢ =f@®QE + Cotr 4 Crt*t 4 ... 4 Cpa,
doade Cg, Cy, ..., Ca—1, son polinomios en fi, fs, ..., f» con coeficientes

hallados en la forma establecida en el teorema. Hacemos ahora en esta
identidad ¢ = 7. Teniendo en cuenta que f (z;) = 0, obtenemos:

F(xl;x2; N ;x,.) = Coz1m '+ Cimm2 4+ ... + C,,_l.
Aqui el segundo miembro no varfa intercambiando z; con 23, 23, . . ., Zp,
ni tampoco los coeficientes Cy, Cy, ..., Ch—1 de modo que son validas
las siguientes identidades en 2, z2, ..., ZTn:

Coxmim+ Crayt+ ...+ Cpa—F =0
Coxz”_1+01x2"_2+ +C,,._1'——F =0

....................................

Esto significa que:
Cotr'+ Cit*2 + ... + Co—F,
se anula para t = 1, %3, . . ., Tn, ¥ 6sto es posible sélo si
Co=Ci=... =Cr2=0 ; Cou—F =0

de modo que
F=0C,:.

Pero Cn—1 es un polinomio en las funciones elementales simétricas
J1, f2, - -+, fn, lo que comprueba el teorema. Se entenderd mejor la de-
mostracién considerando un ejemplo particular.

Ejemplo. Expresar
F = (21 + z2) (z1 + 23) (@2 + z3),

en funcién de
fi=zt etz 5 fo=momt+znizs+z2s ; fi1=2x12:23.
Ordenando en potencias de z;, tenemos:
F = (ze+ 23) 22 + (@2 + 23)2 21 + 2223 (B2 4+ 23) .
Sustituyendo aqui:

ntT=fHi—a ; wmr=z—fHinth,
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y ordenando nuevamente segin las potencias de z::

F=—zd+fizd—foz +Nif.
Haciendo

d) = —C+fitt—frt +f1fe,

y dividiendo por
F@O =0—Ht+hHt—1s,
el resto serd:
fif: —Js,
y, por lo tanto:
F=fifs—fi. %

Problemas

Expresar por medio de las funciones simétricas elementales:
1. 2.2 (22 + z3) + 2 (@1 + z3) + 222 (21 + 22).
2. (21— 22)? (21 —20)? + (21 — 22)% (22 — 23)? + (21 — 24)? (3 — T3)"

3. T x®x2 2y para n = 3. 4. ¥ 2z para n = 4.

4. Métodos practicos. — La demostracién del teorema fundamental
nos proporciona también un método para la representacién efectiva de
una funcién simétrica como polinomio en las funciones simétricas ele-
mentales. En la practica, sin embargo, es mds conveniente utilizar con
este propésito otros métodos mas expeditivos; haremos breve meneién
de dos de ellos. Indiquemos con el simbolo

SZII1“1£1)2“3 L. Tp®m,

la suma de todos los términos que se obtienen de un término genérico

1% X% ... Tp®m,

sustituyendo los indices 1,2, ..., m por todas las posibles variaciones
de m nameros tomados entre los 1,2, ..., n. Si entre los exponentes
a, o, - . ., %m no hay dos iguales, el nuevo simbolo, que puede ser Hamado
funcién S, coincide con la funcién sigma con el mismo término genérico.
Si alguno de los exponentes aj, a, . . ., am son iguales, entonces ¢l nuevo
simbolo contiene una repeticién de términos que en la funcién sigma
sucede sélo una vez. Si entre los exponentes aj, as, ..., &m hay grupos
% W, ..., o nimeros iguales, es facil ver que cada término de la funcién
sigma se presenta en la funcién S Alu!l... o! veces, de modo que:

Sx1“1x2“= e Tt = 'A'p.' .. olZ 1% L% . .. Tpam,
Por ejemplo:

1 1
Z xt s = -Q—le“xz" ;e Tt xsf = ?S 1% 22 T3,



FUNCICNES SIMETRICAS 297
siendo @ «. También:

1 1
> L1% Le®T3® = F S 1% T2 T3* 2 xlax2¢x33x_;5 = stl'zxﬂ‘xaﬁ x‘a,

si @ » . Tenemos, en todos los casos:
S.’l:1°‘ . lea = lea+5 + le“xzﬁ,

por consiguiente:
Sz122:8 = 8,85 — Sats,
puesto que, en general:

S.’Ill" = ECE},"‘ = Sm .

De manera que es posible expresar mediante sumas de potencias todas
las doble sigmas
Zxﬂxza.

Para expresar en la misma forma las triple sigmas
X 1% m:f st
nétese que en todos los casos
Sz1* 298 . Sy = SzioHr 228 + Szye bty + Szy2 208 247
por consiguiente:
8212 Tap T3 = 84 Sp4y + SpSapy + & Sats — 2 Saypry — Sa Sp Sy -

El mismo método puede usarse para expresar mediante sumas de
potencias sigmas cuddruples, quintuples, etc. Como las sumas de po-
tencias pueden expresarse por medio de las funciones simétricas elemen-
tales, todas las sigmas pueden ser expresadas mediante estas funciones.

Ejemplo 1. Consideremos la funcién simétrica

F = (.’Ex +Iz—x3——l‘4) (Ix +:c3——z2——x4) (Zl -{—m—u——xa) =

=Z$13—~2}1212+22x1:€2$3-

Aquf es
Talte =Szl =918 —8; ; D2 =83,

Designando
—p=32 ; q=321% ; —r =322 5 8= T1ZaZ3Tu,
las funciones simétricas elementales, tenemos:
St=—p ; $=p"—2q ; s3=—p3+38pg— 3r,

y entonces
Fo=—p*+4pg—8r.
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Ejemplo 2. Sea o una rafz cibica imaginaria de la unidad y
F=(@+toz+0z) (@ + o 24+ wrs) =
=Xz —Z 2172,
Conservando las notaciones anteriores:
2rtP=p"—2q ; Zmx=gq,

y entonces
F=p—3g.

Ejemplo 3. Sea
F=(@+wr+0z:)d+ (21 + 0’z + 0x)d.

Por cileulo directo:
F=23—3Zxlx:+ 12z12225.

Sustituyendo aqui:
Sz =—p +3pg—3r ; Zalm=s18:—8=—pg+3r ; LT =—71,

hallamos
F=—2p+9pg—27r.

El segundo método para la representacién conveniente de funciones
simétricas por medio de las funciones simétricas elementales, serd ex-
plicado por medio de ejemplos.

Ejemplo 4. Sea
F = (2:1 + T2 — T3 "-‘134)? + (xl + Z3 ——xz—~a:4)2 + (21 + Zg—xz-—xz)z.

Este polinomio es homogéneo de grado 2, de modo que reemplazando 21, 2, %s, Z4 por
kzy, kz2, kxz:, kzs, siendo k arbitrario, F se transforma en k? F. Si ahora F se expresa por
medio de las funciones simétricas elementales, para las cuales conservamos las nota-
ciones — p, ¢, —7, s, notamos que consistird s6lo de monomios de la forma

p* b 17 8%,

multiplicados por factores constantes. Reemplazando 1, 25, s, &4 por kzi, k2, kzs, kzs,
es evidente que p, g, r, s quedan reemplazadas por kp, k% q, K7, kfs, y los monomios an-
teriores se transforman en

Eet2843711+43 pa gf 4y g3

y puesto que F estd m{l:iplica/ds. solamente por k?, la suma « +28+3y+43 en
todos los términos debe tener el mismo valor 2. Es decir:
«a+28+3y+43=2.

Ademsés, puesto que 2 es la mayor potencia de z: que existe en F, se desprende del
Pirrafo 7 que

at+p+y+3s2.
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Estas dos condiciones con respecto a «, §, v, 3 se satisfacen s6lo para
«=0 ; =1 ; v=0 ; 3=0;
e=2 ; B=0 ; v=0 ; 3=0;

Ls expresién de F en funcién de p, g, 7, s es, por lo tanto, de la forma

F = Ap*+ Bg.

Los coeficientes desconocidos se determinan tomando valores particulares de =, z,
Zs, 24 e igualando los valores de F hallados directamente, con los que resulten de la sus-
titucién de los valores particulares de p y ¢. Las dos relaciones independientes entre 4
y B obtenidas de esta manera, bastardn para determinarlos. Sean zi, 2., x3, z: las raices
de la ecuaci6n:

gt =22 =0,

de modo que:
n=1l;;z=2=2,=0.

Ser4 entonces:

y en consecuencia, A = 3. Sean ahora zi, s, 23, 2« las raices de la ecuacién

z*—22+22=0,

de modo que:
:c1=:c2=1 ;$3=Z4=0.
Ser4, entonces: F =4; p=—2 ;g=1y

44—B =4;

€en consecuencia
B =8,

y por lo tanto:

F =3p>—8g.

Ejemplo 5. Sea
F=(@+z—2—2z)" (@ + 23— 22— 20)* +

+ (2 + 2e—2s—24) (@1 + T2 —20)* + (@10 Tz — 22— x0)? (@1 + Tu— 22— 23)"

Este polinomio es homogéneo de grado 4; ademds, el exponente de la mayor potencia
de 21 que aparece en F es 4. Por las mismas razones que en el ejemplo anterior, para todos
los monomios

p*gfrrs?,
que entran en la expresién de F debemos tener
a+28+3y+435=4
e+ f + v + 38 4.
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Y los Gnicos nlimeros que satisfacen estas condiciones son:

a 8 ¥ 3
0 0 0 1
1 0 1 0
2 1 0 0
0 2 0 0
4 0 0 0

y por lo tanto, la forma literal de F es:
F = As + Bpr + Cp’q + Dg? + Ep*.

Una comparacién de los coeficientes de z:* en ambos miembros nos da E = 3. Ademd4s,
considerando las ecuaciones particulares

7z —1=0. Ralces: ;i =1; 3o = — 1; 13 =7; 24 = — 1}
p=q=r=0;5=—1
(z2— 1) =0. Rafces: 21 =1; 22 = —1; 25 = 1; x4 = — 1;
p=0;¢g=—2r=0;s=1
z(x—1)(@*—1) =0. Raices:z =1; 22 =1;2:=—1; 74 =05
p=—1,¢=—1;,r=1;s=0.
(x+ 1) =0. Rafces: o1 = —1;m=—1; 23 =—1; 34 = —1;

p=4;qg=5;r=4;s=1
Para estas ecuaciones la sustitucién da, respectivamente:

F=64 ; F=0 ; F=19 ; F=0.

Por otra parte, considerando los valores correspondientes de p, ¢, r, s tenemos
—A =64 ; A+4D=0 ; —B—C+D+E=19 ;
A+16B+96C +36D 4256 E =0,

que da:

A=—64 ; D=16 ; B=16 ; C=—16

El résultado final es, por lo tanto:

F=3pt—16p2q+ 16pr +16¢2—64s.

Problemas
Expresar en funcién de los coeficientes las signientes funciones simétricas de las raices:
1. & xlz Za. 2. = $12 5.

3- 2 113 Zo. 4. E 113 2‘)2?.
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5. 2z 22 2. 6. Z 22 220 x5.
7. 2zl 1tz 8. X z:2 32 25 24,
9. (z1—z2)? xs + (@1 — z3)? 22 + (@2 — 23)" 70,

10. (z1 + 32)? 24% + (21 + 23)2 227 + (T2 + za)2 21",

11. (@122 + 23 24) (21 T3 + 22 24) (21 24 + 22 23).

12. Si las raices de la ecuacién 22 — 3z + 1 = 0 se indican con «, 8, v, hallar la ecua-
cién cuyas rafces son « + a¥; 8 + 87 v + vl

13. Con las mismas notaciones y para la misma ecuacién, hallar la ecuacién cuyas
rafces son a? + @ o® + 7% 82 + 7%

14. Formar la ecuacién con raices «f; ay; 3y para la ecuacién ctibica general.
15. Si «, B, v son las raices de z — z + 1 = 0, formar la ecuacién con rafces

a(@—r);B@—y)?;vy@@—p*=
*16. Si

Dy = E a7 gt (a — )? (a + 6)

Eqp = 2 a1 87 (a — )?
demostrar que
Dp = 8p 18042 —8n8niy ; En = Spy1 Spy — Sy

Por lo tanto, si « y # tienen mayores médulos que las dem4s rafces de una ecuacién

n

D
a+(3=limE cuando n —» «;

n

E
af = lim ntl

cuando n—> «;
n

y para n suficientemente grande tenemos aproximadamente

D E
n n

Calcular aproximadamente por este método las dos rafces mayores de la ecuacién
(@) ©22—524+6x—1=0.

Calcular también aproximadamente las rafces complejas de la ecuacién
B z4+6224+10x—1=0.

17. Demostrar que las funciones racionales simétricas del tipo

1 1 1 1
= = + +o

n—a i—a —a Ty —a
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pueden expresarse en funcién de los coeficientes del polinomio f (z) = (x —z)) (x — x2) ...
... (z —z,) en la forma siguiente:

1 '’
s A
T1—a f{a)
18. Si una funcién racional R (z) se descompone en fracciones simples:
A B C
R (z) = E (x) + + + + ...
x—1 z—m r—n

la funcién racional simétrica del tipo
ZRG@)=R@m)+RE@)+ ... +E @),

puede expresarse en funcién de los coeficientes de f (z) = (z —z1) (z —22) ... (z —z,)
de la siguiente manera:

O] f (m) I (n)
ZR(x) =ZE(@) —4 — B —C — ..
' ‘ 7@ f (m) f
vy 2 E (z1), por ser E (z) un polinomio, puede expresarse en funcién de si, se, s3, .. -

Las letras «, 8, v en los problemas siguientes, indican raices de una ecuacién cibica que
se especifica en cada problema. Calcular las funciones simétricas:

@ i B Y
19. = = + + para z*—3z+1=0.
B+ g+ @+ v a4+ B
20. 3% I S s fat—27—1=0
. = para 22—22—1=0.
O g+ N a4+ f
21.2Mpara 2 —322+6zx—1=0.
[e 4
a‘Z
22.2—5;1——2- para 2+ a2*—4z+2 =0.
b
— 2
23.2%:2%—2- para 223 —2z—1 =0.
a
24.2%—5; para 228—6224+1=0.
[# 4
2
25.2%1 para 2+ 2" —1 =0,
Y
[+ 4
26. = W para z2—1 =0.
-

5. La solucién de Lagrange de las ecuaciones ctbicas. — La so-
lucién algebraica de las ecuaciones cibicas y cuérticas en la forma pre-
sentada en el Capitulo V, aunque basada en las consideraciones méis
elementales, deja la impresién de una demostracién efectuada con el
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empleo de ingeniosos artificios cuya razén no es clara. Como en otros
€as0s, es necesario observar el problema desde un punto de vista superior
para entender por qué es posible una solucién algebraica para las ecua-
ciones cdbicas y cudrticas. Y no sélo eso: los mismos principios, correc-
tamente generalizados y sujetos a un examen més profundo mostrardn
la razén por la cual generalmente es imposible hallar una solucién alge-
braica para ecuaciones de grado mayor que 4.

Consideremos primero una funcién racional entera en tres variables
21, T3, 3. Si se permutan de las seis maneras posibles, la funcién, en
general, adquirird seis valores distintos. En casos particulares puede
suceder, sin embargo, que el nimero de valores distintos sea menor de
seis, y entonces serd uno (para funciones simétricas) o dos o tres. La-
grange demostré que es posible hallar una funcién cuyo cubo tenga
s6lo dos valores diferentes.

Sea o una rafz cibica imaginaria de la unidad y considérese la funcién
lineal

Z1 + Wy + ())2133.

Para toda permutacién par de los {ndices 123, 231, 312 corresponden
tres valores de esta funcién:

N =1+ 0+ 022 ; Yo=2 + 0L + 0’01 ; Y =23+ 0l + 0?2;
Y para toda permutacién impar 132, 213, 321 corresponden tres més:
Ys=21 + 023+ 0*2 ; ys =2 +o0r + 022 ; Y= Tz + 0T + 0211,
Noétese que
Yo=Y Yz =Y 5 Y = 0Ys 5 Yo = 0P Ys;

de modo que
vl =y’ =y ; yd =y’ =yd.

Por lo tanto:
(21 + 0z + 0?x3)?,

tiene sélo dos valores distintos-
t, = (:El + 0wz + (02:123) ; la= (xl + olzs + wxs)s,

y las combinaciones ¢, + ?; {; &, son funciones simétricas de ., 2, 3.
Suponiendo que z,, z3, z; son las raices de una ecuacién cibica

2 +p2+qr+r=0,
se hallé (ver Ejemplos 2 y 3 en el Parrafo 4) que

i+ &2 =—~2p3+9pq-——271‘
htr = (p* —3¢)°
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En consecuencia, t; y ¢, son las rafces de la ecuacién cuadritica
+2p°—9pg +27T7)t+ (p*—3¢) =0

y pueden ser hallados algebraicamente. Habiendo encontrado # y f,
extrayendo rafces ctbicas, obtenemos:

3 3
Tt 0rs + 0’z =Vh ;24 0?2+ ers = Vi
y ademds, tenemos la tercera ecuacién
Ti+ 22+ 23 =—p.

Basta resolver estas ecuaciones para obtener las raices

1 s e 1 3 3
7= (—p +Vu +Vh) 2= 5 (—=p +Vha + o)

1 3 3
x3=?(—p+m¢t1 ‘I"(n)zv—i;)

de la ecuacién cibica. Nétese que entre las raices cibicas existe la re-
lacién (Ejemplo 2, Parrafo 4)
3

3
Vio .Vt =p>—3g.

6. Solucién de Lagrange de la ecwacion cuartica. — La posibi-
lidad de resolucién algebraica de ecuaciones cuarticas depende de la
existencia de funciones de cuatro variables que toman sélo tres valores
distintos al permutar estas variables en las 24 formas posibles. Una
funcién de este tipo es

(xl + xy — x5 — I4)2,
que tiene sélo tres valores distintos:
O = (w1 + 20 — 23 —20)? 5 = (x1+ 23 — 22 —4)?;
B = (331 T X4 — T2 —'173)2,
cuyas combinaciones simétricas

B1 4+ 02 03 ; 610 + 0,05 + 6205 ; 66,0,

han sido estudiadas en los Ejemplos 1, 4 v 5 en el Parrafo 4. En funcién
de los coeficientes de la ecuacién

2t +pxP g +re+s =0,
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con rafces =i, 2z, 3, T4, estas combinaciones son expresadas de la si-
guiente manera:

81 + 62 + 8 = 3p* — 8y,
010 + 0.08; + 020, = 3p* —16p*q + 16 pr + 16 ¢ — 64 s,
0. 6.8 = (p* —4pg +8r)h.
Por lo tanto, 6;, 02, 6; son las raices de la resolvente cibica
0B —(3p>—8¢)02 + (B3pt—16p*qg + 16pr + 16¢> —645) 6 —
— (@ —4pg +87r)72 =0
y 61, 02, 63 pueden hallarse resolviendo esta ecuacién. Una vez halladas

91, 02, 03, podemos determinar las rafces zi, xs, 3, 4 por medio de las
ecuaciones lineales

Tt 2+ 23+ 20 = —p,
Ty + X — 3 — 24 = \ by,
T — T2+ Tz— T4 = \ 02,

T — %2 — 3 + 24 = Vs,
en consecuencia:

—P‘f‘\/e—lﬁ-vez'f‘\/—é: . —p+\/9—1—\l92—‘\l—a

x1= s x2= 4

4
—p — VO +V6h — Vs —p =\ — VO Vs
1 4

X3 = ; Ty =
Nétese que las raices cuadradas /6, 48, 4/8; no son independientes;
entre ellas existe la relacién (ver Ejemplo 1, Parrafo 4)

VO VO Vb= —p + 4pg —87.

v 7. El principio de Gauss. — Para ciertas investigaciones teéricas
es de importancia la siguiente proposicién:

Un polinomio que no se anula tdénticamente, en las variables f1, fz, . . ., fn
no puede anularse idénticamente en las variables zi, s, . . ., xn luego de
reemplazar fi,fe, ..., fn por las funciones elementales simétricas de z;,
Zay ...y Tn.

Para demostrar esta proposicién nétese que el polinomio en cuestién
consiste de términos de la forma

Afl"l f2“3 R fn“",

donde A = 0 y los exponentes ai, s, ..., @, son enteros no negativos.
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Entre estos términos elegimos aquéllos en que las sumas de los expo-
nentes

ataet ... Fa, ;o @t as o Fan ; oas oy
-;an—l'{"an 5 @n,

tienen los mayores valores posibles. Tal término es dnico. Porque si
hubiera otros términos

Bflalf262 . f,.aﬂ,

que satisficieran las mismas condiciones, con respecto a los exponentes
By, B2, ..., Bs, tendriamos

Br=0n 5 Bn—1 +Bn=o0n1+ ;...
Bt @t ... Flh=atat. .+ a;

esto es:

6n=an 3 Bn—lzan—l ) e ;Bl=a1,

lo cual es imposible puesto que un polinomio se escribe siempre de
manera que los monomios semejantes estdn sumados.

Para ilustrar lo que hemos dicho con un ejemplo, consideremos el
polinomio

2fpf =[RS + AR — T + PR

Las sumas de los exponentes para los términos tal como estdn escritos

son
9,3,00 : 9,420 ; 9,53,1 ; 81,00 ; 85,21,

El tdnico término para el cual todas estas sumas son las mayores es
el término
5f14f22f32f4 .
En el dnico término

Aflaufzaz . fnu"';

asi elegido, reemplacemos fi, f, ..., » por las funciones simétricas
elementales de zi, 3, ..., Tn:
fi=z1+ 2+ ...;fa=1Z + 222+ ... ;... ;fa=01T0 ... Zp

v desarrollemos. El desarrollo contendré el término

A4$1“‘+a2+"‘+"ﬂ x?‘az—*—‘..un e Tp%n,

que no puede simplificarse con ninguno de los demis términos resul-
tantes del desarrollo de

Aflnufzaz .. fna"
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o del desarrollo de cualquier otro término
Bflﬁl f261 .. fnﬂn ,

que pueda encontrarse en el polinomio. El hecho de que, luego de reem-
plazar fi,f, . ..,fn por las funciones elementales simétricas y efectuar
el desarrollo, exista un término que no puede ser simplificado con otros
términos, demuestra la proposicién. De esta proposicién pueden dedu-
cirse dos conclusiones. En primer lugar, que una funcién simélrica de
1, Tz, . - ., Tn puede representarse como un polinomio en las funciones
elementales siméiricas, sélo de una manera. Porque, si existieran dos re-
presentaciones asf, habria un polinomio que no se anularia idéntica-
mente en fi,fa, ..., fn, €l cual, luego de reemplazar fi, fo, ..., fn por
las funciones elementales simétricas y desarrollar, se convertiria en un
polinomio que se anularia idénticamente en zi, %3, ..., Tn, lo cual es
imposible. En segundo lugar, el polinomio en las funciones elementales
simétricas que representa un polinomio simétrico, es de igual grado que la
mayor potencia de T1 que aparezca en ese polinomzo stmétrico. Por lo tanto,
si r es el mayor exponente de z; que aparece en la funcién simétrica ¢,
v las funciones elementales simétricas se representan por:

a as ] an
fi=—— fo=—3; ... ;fn:‘(_l)"
ay ay [41))
entonces:
a’ ¢ ’
puede expresarse como un polinomio homogéneo en ao, a1, as, ..., G

de grado 7. %



CAPITULO XII

ELIMINACION

RESULTANTE Y DISCRIMINANTES

1. Ejemplo de eliminaciéon.— Se propone resolver simultinea-
mente

2?+y—1=0; *4+4ypP°—1=0;

es decir, encontrar aquellos pares de ndmeros z, ¥y que satisfacen ambas
ecuaciones. Para resolver este problema podemos buscar de eliminar
una de las incégnitas, digamos la 2. Con este fin, despéjese en la primera
ecuacion a?:

2 — 2

r = - (y - 1) ’

multipliquense ambos miembros por z, lo que da:

2»= -z (Y —1).

Por otra parte, el valor de x?® despejado en la segunda ecuacién es:

xs’:_(yg'—“l)y

y al igualar ambas expresiones, obtenemos

(@ —1) =y"—1.

Elevando al cuadrado y reemplazando nuevamente z? por — (3> — 1)
obtenemos:

¥ —D+ @ —-1)2=0, [1]

como una condicién necesaria que debe satisfacer y de manera que las
ecuacioncs propuestas puedan tener soluciones. Pero esta condicién
también es suficiente, es decir, si tomamos como y cualquier rafz de [1],
que es de sexto grado, es posible satisfacer las ecuaciones propuestas
con un mismo valor de z.

Las ccuaciones originales son totalmente equivalentes a las ecuacioaes

= —(y—1 ; @ —1) =y —1.
308



ELIMINACION 309

Ahora, si y2 —1 = 0, se sigue de [1] que ¥* —1 = 0, y entonces la
segunda ecuacién se satisface cualquiera sea el valor de z, y la primera
da z = 0. Si y* — 1 0 entonces

y —1
¥ —1

oo G

= — (g — 1),
& 1) (v )

por la condicién [1].
Se puede intentar eliminar z de una forma diferente. Témese la ecua-
cién ya obtenida:

2@ —1=9y—1,

elévense al cubo ambos miembros y reempldcese z* por — (y° —1);
entonces se tiene

@B —-DIF -1+ —-1=0,

como una consecuencia necesaria de las ecuaciones propuestas. Pero esta
ecuacién en y debido al factor y* — 1 se satisface para valores de y para
los cuales las ecuaciones

2+yr—1=0; 22 +y—1=0,
no tienen raices z comunes. En efecto, si tomamos y = v, siendo o

una rajz cibica imaginaria de la unidad, entonces y* —1 =0 y de la
segunda ecuacién se deduce que z = 0, mientras que para z = 0

e

2+ yt—1 =0 —1=0.

Este ejemplo demuestra que al desarrollar el proceso de eliminacién
se debe proceder con gran cautela para evitar la introduccién de factores
extrafios, como y* — 1 en nuestro caso. Para llevar a cabo correcta-
mente la eliminacién sin el riesgo de introducir factores extrafios, el
camino més natural que se presenta es el siguiente: Para una y dada
la ecuacién

224+yP—1=0,

tiene raices z; v z:. Para este valor dado de y, supongamos que una de

las raices satisface también la ecuacién
24y —1=0;

entonces
(@ +9—1 (@ +y°—1) =0, 2!
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Reciprocamente, si esta condicién se satisface, entonces uno de los
factores es cero, digamos

w+y—1=0,
y por lo tanto las ecuaciones
2y —1=0 ; 2+y—1=0,

tienen una raiz comin x = ;. Desarrollando el producto del segundo
miembro de [2], tenemos:

el - (wf + ) (P10 + (P —1D2=0.

Pero
nr=y—1 ; s+ a=0; o'+’ =0,

y entonces
P—0+@-—-1)"=0,

representa la condicién necesaria y suficiente que debe satisfacer y de
manera que las dos ecuaciones

224+yP—1=0 ; 22+ —-1=0,

puedan tener una raiz comin z.

2. Resultante. — El procedimiento que se acaba de usar es comple-
tamente general. Sean

f@ =azr +azr! + ... +a, =0
g@) =boz™ + bz~ + ... +by=0,

dos eccuaciones cuyos cocficientes pueden involucrar otra variable y.
Con el fin de obtener la condicién necesaria y suficiente para la exis-
tencia de una raiz comin a ambas, designemos por «, as, ..., 2, las
raices de f(x) = 0, suponiendo ao=0. Si una de éstas es también
raiz de la ecuacién g (z) = 0, entonces

g () g (o) ... g(a) =0.

Reciprocamente, si esta coadicién se satisface, uno de los factores
es cero, digamos ¢ (a;) = 0. Entonces, @ es una rafz comin a ambas
ecuaciones f (z) = 0, g (x) = 0 El producto

g(d1)g(22) g(an) = Oy

es una funcién simétrica de las raices ay, oo, ..., 2s, v la mixima po-
tencia de «; que aparece en él es indudablemente «™. De acuerdo con
la observacién final del Capitulo XI, Pirrafo 7:

aom™ g (1) g (a) ... g (aa),
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es un polinomio homogénco de grado m en los coeficientes ag, @y, ... an ¥
también, lo que es evidente, un polinomio homogéneo de grado n en
los coeficientes bo, by, ..., bs de g (x). Este polinomio se llama resul-
tante de f (z) y g (x) (en este orden) y se designa por R (f; g) de ma-
nera que

R(f;a) = a™g (o) g(a) ... g () -

La anulacién de la resultante R (f; g) es, por lo tanto, la condicién
necesaria y suficiente para que las dos ecuaciones f=0; g =0 tengan

una raiz comun, supuesto ao = 0. Si bo#0 y By, &, ..., Bn son raices
de la ecuacién g (z) = 0 la resultante R (g;f) es

R(g;f) =ba"f(B)S(B) ... f(Bm),

y su anulacién es nuevamente la condicién necesaria y suficiente para
que las ecuaciones f = 0 y g =0 tengan una raiz comun.

Existe una relacién simple entre las dos resultantes R (f;¢) y R ;0.
Tomando en consideracién el factoreo

g @) =by(x—B)(x—B) ... (x—Bm,
podemos escribir
R(f;9) = aombem (ax — By) (ar — B2) ... (@1 — Bm)
(w2 — B1) (@2 — B2) ... (22 — Bm)
(tn — B1) (@n — B2) ... (tn — Bm) -
Intercambiando las letras « y 8 y reordenando los factores tenemos
también

R(f;9) = (— D)™ aombo" (B —ar) (B — @) ... (B — n)
(B — 1) (B2 — ) ... (B2 — @n)

Aqui el segundo miembro, exceptuado el factor (— )™, es R (g;f)
y por lo tanto

R(g;/) =(—DR(f;q).

De esta relacién podemos concluir que la anulacién de R (f; @) es la
condicién necesaria y suficiente para que las ecuaciones f =0y g = 0
tengan una raiz comidn, siempre que no sean al mismo tiempo a; = 0
v by = 0. Pues con ao = 0, por hip6tesis bo =0 ¥ desde que R (f; 9 =0
implica ¥ (g;f) = 0, se sigue que f =0y g = 0 tienen una rajz comun.
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Ejempio 1. Encontrar la resultante de

f@ =azx+az+a ; g =boat+ bz + b

Por definicién
R(f;9) = ai® (boas® + by o + bs) (boas? + by as + by) =
= a0’ [be® @® ar? + bo by (@ as? + @? @) + bo b (n? + o) & by’ oy ap +
+ b1be (o1 + @) + b2].

1]

Por otra parte:
alal et =0’ ; aldammlata) =—a1a ; a’ (x4 a?) =a—2aa, 5
a a1z = @y Qs 5 Ag? (al + az) = — Qo
y por lo tanto:
R (f;9) = a*be? +a? b —2a0a2bob: —aoa1bi by — a1 a:. bo by + a2 bo by + ap as by?
Esto puede presentarse de una forma mds elegante, asi:

R (fy g) = (aﬂ bs — [22] bo)‘_’ — ((10 by — a bo) (111 by — as bl)

Ejemplo 2. Resolver las ecuaciones

2422y 42y —2Dz+2—4=0 ; 22+ 22y +29y°—5y+2 =0.

Es conveniente ordenar estas ecuaciones en potencias de y, desde que y aparece sola~

mente elevada a la segunda potencia en ambas. De las ecuaciones asf ordenadas
Rz+Dy+2x2—42x)y+22—4 =0
2+ (2z—58)y+22+2=0
eliminese y formando su resultante de acuerdo con la férmula del Ejemplo 1:

BE=x2+132245622+80z =z (= +4)2(z + 5).

Los valores z = 0; — 4; — 5 son los tnicos para los cuales las ecuaciones tienen raices
y comunes; esta rafz puede encontrarse por el método para determinar el méximo comén

divisor. Asi, correspondiendo a z = 0 se determina y = 2. En correspondencia con r =

= —4; — 5, se encuentra, respectivamente, que ¥y =2 ¢ y = 3. Todos los pares de

valores z; y que satisfacen las ecuaciones propuestas son:

z= 0 ; y=2

z=—4 ; y=2

z=—5 ; y=3.
Problemas

Resuélvanse los siguientes sistemas:
1.2 —zy +y2 =1, 2.32243y*—8zy+2x+2y—2=0
4 ry—3yP—2z+2y =—1. 2y +z—y-+1=0

»
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3.322+3y*—8zy+2z+2y—2=0,
zy+z+y—1=0.

4. (y—Dzt+ay+y*—2y =0,
y—Dz+y=0

5. y—1x2+2z—5y+3 =0, 6. (y—2)z2—2z2+5y—2=0,
22y 92— 10y = 0. yr’—5z+4y =0.

7. 0—D2+yy+Dz2+By+y—2)z+2y =0,
G—D24+yy+Dr+3y2—1=0.

8. 224yt =1,
4y =0.

9. Elimfnese z entre f (z) = 0 e y = z°. La resultante es
F@) =fNy)f (=)

Por lo tanto, formdlese la regla para la formacién de la ecuacién cuyas rafces son los
cuadrados de las rafces de f (z) = 0. Apliquese la regla al caso particular

f@ =284+ —2z+1=0,

10. Para encontrar la ecuacién cuyas rafces son los cubos de las rafces de f@) =0
es suficiente eliminar z entre f (z) = 0 ¢ y = z° Demostrar que la ecuacién buscads es

3 3 3
FAN V) f\y) =0,

siendo © la rafz cdbica imaginaria de la unidad. Apliquese este método al ejemplo:
f(@) =23—8z+1=0.
11. De la definicién de la resultante demuéstrese que
™ *R{f;g+r) =R,

para un polinomio arbitrario %, siendo u el grado de g + Af. Combinando esta propie-
dad con la identidad
R ;) = (— D™ R (g; )},

establecida en el texto, demuéstrese c6mo puede calcularse la resultante mediante el pro-
ceso utilizado para hallar el miximo comin divisor. Apliquese este método a los ejemplos:

@f@=2—22+22—32+1 ; g@) =22 —22° + 3z — 1.
B @) =22 +3yr'+@y—y+Da+y—y +2y ; gi) =22+ 22y +y2—y

12. Demostrar que
E(fign) =R R ;).

3. El determinante de Sylvester. — La resultante de dos polinomios
puede presentarse en la forma de un determinante siguiendo un ele-
gante método de eliminacién propuesto por Sylvester. Si dos ecuaciones
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f =07y g =0 tienen una raiz comin, los polinomios f v ¢ tienen un
divisor comin que no es una constante. Por lo tanto, es natural plan-
tearse la pregunta: jcudl es la condicién necesaria y suficiente para
que dos polinomios

f(x) = aa™ +arzvt + ...+ a,
g(x) =boxm+biz™t + ... + bm

uno de grado n (de manera que a, = 0) y otro no idénticamente nulo
de grado no superior a m, tengan un divisor comidn que no sea una
constante?. Una respuesta preliminar se da en el siguiente

LeMa: Dos polinomios f y g tienen un divisor comin que tnvolucra a x
si, y solamente si, existen dos polinomios fiy g1 de grados no mayores que
n — 1y m — 1 respeciivamente y no idénticamente nulos, de manera que

se cumpla la tdentidad
for+ ¢ =0.

DeuMosTrACION. — (a) Supongamos que f y g tienen un divisor comun
de grado > 0. Entonces:

S A
fl_d v

ale

son dos polinomios de grados no mayores que n — 1y m — 1, no idén-
ticamente nulos y tales que

Jogu+fig=0.

(b) Supongamos que dos polinomios como los requeridos por el le-
ma existan. Entonces, el mdximo comun divisor de f ¥ g no puede ser
una constante. Pues suponiendo que sea una constante, el maximo co-
mun divisor de

hg y IS
es fi. Pero

hg=—fgn y Il

son ambos divisibles por f. Luego, f1 es divisible por f, 1o que es imposible
desde que el grado de fi es menor que el de f. Esta contradiceién de-
muestra que f y ¢ tienen un divisor comin que no es una constante.
Supéngase ahora que

f1 = )\o gl + 7\1 2 + T 7\n_1,

gr = o™ F+ w4 ...+ m,
y tratese de encontrar m 4 n constantes ho, Ay, - - ., Anet; o, U1y« - oy B,
no todas cero, tal que idénticamente

for + frg = 0.
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Esto da m + n ecuaciones lineales homogéneas para determinar A,
ALy - -y A1y Woy W1, - .., Wm1, teniendo estas ecuaciones una solucién
trivial si y sélo si su determinante se anula. No puede suceder que todos
los Ao, Aty -+ ., Ana O todos los wo, pa, - .., m1 Se anulen.

Supdngase, por ejemplo, que Ag = Ay = ... = Ap1 = 0; entonces,
no todos los wo, w1, - .., wm_1 Se anulan. Desde que fi = 0 idénticamente,
se sigue que

fgl = O)

y esto es imposible desde que ni f ni ¢g; se anulan idénticamente. De
acuerdo con el lema, se puede inferir que la anulacién del deter-
minante del sistema que sirve para determinar los coeficientes de f
y ¢1, siendo fi ¥ ¢ polinomios no idénticamente nulos que satisfa-

o

cen la identidad

fgl +fig = 0’

es la condicién necesaria y suficiente para que f y ¢ tengan un méximo
comin divisor de grado > 0. Llamaremos a este determinante el deter-
minante de Sylvester y lo indicaremos con D (f; g).

Para tener una idea clara de cémo se construye este determinante
tomemos el ejemplo:

f= (101113 +a1x2+a2z +a3,

bo$2+b1x+b2.

Escribanse las identidades

(@) =aax*+a2* a2+ azz

f=@) = @z + oz +az + as
22g (x) = box* + by 2° + bs 22

zg (z) = box* + byx? 4+ box

g () = box? + bz + by ;

v multipliqueselas por wo, w1, Ao, A1, A respectivamente. Stimense e
igudlense a cero los coeficientes de z*, 23, 2%, z, 1 en el segundo miembro.
Esto da el sistema de ecuaciones

oo + 0w + boo =
@10 + @ops + b1ho + bo Ay =
Ay o + @1 pr F b2 Ao+ b1 Ay + bo Ae
az o+ aeps + 0 Ro+ ba s+ b1 ds
O ot asur +0 Ag+0 214 be s

It
©C O o o ©
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cuyo determinante es:
ag 0 b, 0 O

o @ by by O
D(f;9) =|a a b b bo |,
as a: 0 by b
0 a; 0 0 b

o bien, cambiando filas por columnas:
ay a1 ax az; 0
0 a0 a1 a2 a;
D(f;g) =1by by b 0 0
0 b0 b by O
0 0 by by b

Este es el determinante de Sylvester en el caso n =3, m = 2. Es
evidente que en el caso general:

g a1 Az ... Q, ]
G 0. n Lm filas
dg Ay ... ... (179 J
D (f;9) =
bo b1 by...bn
bo b1 ... b n filas
bo by ... ... bm

En este determinante los espacios dejados en blanco por conveniencias
tipogrificas deben llenarse con ceros. Por ejemplo: si n = 4, m = 3
ap a1 a az as 0 0O
0 a0 a1 @ as; ai O
0 0 a a1 a az a4
D(f;g) = by by b b3 0 0 O
0 by b b by 0 O
0 0 by by ba b3 O
0 0 0 by by by by

Problemas
Resolver los siguientes sistemaa:

1.2 4+3y2+ By —y+ D+ —y2+2y =0,
2 +2yz+y’—y =0.
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2.8+ 2yt +2y(y—2Dz+y?—4 =0,
242y +288—5y+2=0.

3.8 4+3yx2—3822+3y'x—6zy—z+y¥*—3y"—y+3 =0,
2 —3yx* 4+ 322 +3ylz—6xy—z—y*+3y2+y—3 =0.

4. 2+yt— (g + Dz +y—y =0,
B—yt— (@ +6y+Nr+y+6y24+9y =0.

5. yr* —(y*—3y—Laz+y=0,
2—y?*+3 =0.

6. 52*—5y*—32+9y =0,
52 +5y*— 1522 —13zy —y* = 0.

7.322 4922y 4+ 92 +3y  + 222 —4ay+ 2y =35,
42+ 1222y + 122y +4 P —22 + 22y —y? = 3.

8. 22 +yzt—4 =0,
2 +yz+2 =0.

9. 3 +4yr»—3z+2 =0,
2224+ (y+2)22—5z+1=0.

10. Hallar A y p de modo que las ecuaciones

$—6z224+2z2z—3 =0,
2 —2? 4 px + 2 = 0.

tengan dos raices comunes.

4. Identidad de la resultante y del determinante de Sylvester.
— La anulacién del determinante de Sylvester D (f; ¢) es una condicién
necesaria y suficiente para que f y ¢ tengan un maximo comun divisor
de grado > 0, supuesto ao = 0. La anulacién de la resultante R (f;g)
también es una condicién necesaria y suficiente para lo mismo. Esto
nos conduce a sospechar la estrecha relacién que existe entre ambos.
En efecto, el determinante de Sylvester y la resultante son polinomios
idénticos en los coeficientes de f y g. Para no interrumpir la demostracién
de este hecho capital probaremos primero la siguiente proposicién auxi-
liar: 8¢ 0 (@1; 22; .. . ; Za) €s un polinomio en las variables x1, %, . . ..., Tn
que es separadamente divistble por g (21), g (T2), . .., g (xa), entonces es di-
vistble por el producto g (z1), g (x3), ... g (Ta) de manera que

(@225 ... 520) =g @) g@) ... 9(@a) Q@i;22; ... ;2a),

donde Q (21; 2; .. .; Tn) es un polinomio en x,, x, . . ., Tn. Para demostrar
esta afirmacién, supongamos que 8, siendo divisible por g (z;) g (z2) ...
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... g (xi-1), es también divisible por g (z;), entonces demostraremos
que 6 es divisible por g (z1), ¢ (z2) ... ¢ (). Por hipétesis:

@2 ... 20 =g (@) g (@) ... g (xiy) b0 (1522, ... 2,),

siendo 9; un polinomio en zy, s, ..., z,. Ordénese 8; seglin las potencias
de z; v dividase por ¢ (z,); entonces:

b= g (xs) b2 (@522 .. 5 20) F poz™t Fpra™ + oL+ D,
siendo po, P, - . ., Pm—i polinomios en xy, 2z, ..., Ti1, Tity, ..., Tn. Por
lo tanto:

b =g()g@) . ..g9@) 0%+ Poxy» + Pram?+ ... + Py,
donde los polinomios
Pr=yg(@)g@) . ...g(@-pr ; £=0;1;2;...;m—1,
no contiecnen a z;,. Desde que 6 es divisible por ¢ (x,):
Poxym' 4+ Piz;i*=2 + ... + Pp,
serd divisible por g (x;) o sea
Pozgymt + Pram 4+ ...+ Py = ¢ (@) T (215225 .. .5 20) .

Pero el segundo miembro, si no es idénticamente nulo, ticne al menos
grado m en z;; por lo tanto:

P0=P1=...=PM=1=O,

son idénticamente nulos y la proposicién estd demostrada. Como 6 es
divisible por g (z1) y por g (2,), serd divisible por g (21) g (z2) de acuerdo
a lo que se acaba de demostrar; siendo 8 divisible por ¢ (x:) serd divi-
sible, por la misma razén, por ¢ (1) g (x2) ¢ (x3), ete.

Para abreviar demostraremos la identidad de D (f;¢) v R (f;¢) en
el caso particular de n = 3, m = 2, pero el razonamiento puede exten-
derse al caso general. Sean zi, 2, x5, variables y

J@ =a@—z) (x —22) (x —73) .
Entonces el determinante de Sylvester

ap a1 a2 az 0 !
0 a a1 a: a3 ‘
D(f;9) =|bo bs b 0 O
0 by by b2 O
0 0 bg by b
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es un polinomio en 7, 2, zs. Multiplicando las columnas 1, 2, 3, 4 por
z*, @, 2%, = y suméndolas a la quinta columna, podemos escribir D f; 9
asi:

a a4 a: a3 zf(x)

0 ay a1 ax f(z)

D(f;9) =|bo by bs 0 2*g(x)
0 by by b zg(x)
0 0 by by g¢g(x)

Haciendo z = 1, &, 3 y teniendo en cuenta que f(z1) = f (22) =
= f(z;5) = 0, vemos que D (f;g) es divisible por g (z1), ¢ (z2), ¢ (z3)
y por lo tanto divisible por ¢ (z1) ¢ (x2) ¢ (x3) de manera que

D(f; 9) = g(z1) g(22) g (xs) T (11; T2} 73) ,

donde T (z1; z2; z3) es un polinomio en zi, ¥, zs. Escribiendo D (f;g) asi:

g Q Q2
Qo4 &9
as das 4as
adg Ay Q2
o 2y
D(f;9) = as @ @3 O3

y observando que:

Qg 1 1 1 [+5% 1 1 1
—2 e = —= + + ;
as X et z3 a3 X1 T2 I T3 T2 T3
Qg 1
—_—— = —_—_—
asz T1 T2 X3

vemos que el determinante desarrollado contiene, aparte de un término
constante, solamente términos que involucran i, zs, rs en los denomi-
nadores. Por lo tanto, en el desarrollo de D (f; g) el término de mayor
grado en z;, ¥z, z3 es de la forma

K 2312 .’1522 232 y

con K constante. Un término similar es el de grado méximo en =z, s,
z; en el producto
g (x1) g (z2) g (x3)

de donde se puede concluir que T (zi, x2, z3) se reduce a una constante.
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Llimese a esa constante C'y para determinarla higase z; = 22 = 25 = 0
en ambos miembros de la identidad ‘

D (f;9) = Cg(z1) g (x2) g (x3) .

Como a; = a; = a3 = 0 cuando z, = @ = 23 = 0, tenemos:

(223} 0 0 0 0
0 a 0 0 O

D(f;9) = | be by by 0 0 |=ag2bs
0 b b b O

0 0 by by b
Por otra parte:
g9 (0)g(0)g(0) = b
y asi:
Cha® = ap? by

de donde, considerando bo, by, by como variables:

C=(102

D(f;9) = ai’ g (x1) g (z2) g (x5) = R(f;9) .

Esta es una identidad en zi, s, 23; by, b1, by se consideran variables.
Pero ambos miembros son funciones simétricas de zi, s, ;. Siendo idén-
ticas seguirdn siéndolo cuando se expresen como polinomios en ag; a5;
az; as; bo; by; b2 de acuerdo al principio de Gauss demostrado en el Ca~
pitulo XI, Parrafo 7. Asi, la identidad del determinante de Sylvester
y de la resultante considerados como polinomios en los coeficientes de
J v ¢ queda demostrada.

5. Discriminante. — El producto de las 1/2 n(n —1) diferencias
. -~z correspondientes a todas las posibles combinaciones de dos indi-
ces o < B tomados de entre n ndmeros 1, 2, 3, ..., n, a saber

T —22) (T1 — %) ... (21 —2n) (@2 —23) ... (X2 —2p) ... @po1 — Zn),
solamente cambia de signo con la transposicién de dos letras cuales-
quicra z, ¥y T3 y, en consecuencia, por todas las permutaciones de ellas

adquiere sélo dos valores. Su cuadrado es, por lo tanto, simétrico. Si
ponemos

J@ =a@ —z)(@x—2) ... (x—x,) = aoz® + a2 + ... + an,
las funciones elementales simétricas son:
ay [62)

——— = ... (= D
Ay g Qo

An
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Por lo tanto:

(1 —22)? (@1 —23)* . . (01— 20)? (T2 —Z3)?. . . (@2 — 2)? ... (Tpo1 — Tn)?,

que involuera a zi; ;. ..;z, simétricamente, puede expresarse como
un polinomio en

a1 . 273 R . an

— b _‘—’ « v s y M

Qg Qg Qo

Siendo 2 n — 2 la mayor potencia de z; que se presenta en el pro-
ducto anterior:

D =ag®™ % (z; —x2)?. .. (01 —x0)? (2 —23)?. .. (T2 —2a)?. . . (T — Za)?,

se un polinomio homogéneo de grado 2n—2 en ag, a1, ..., a, y se lla-
ma discriminante de f(x). Si z4; Za; . .., z, no represntan variables sino
raices de la ecuacién f (z) = 0, la misma expresién D se denomina dis-
criminante de esa ecuacién. Evidentemente el discriminante se anula
si y solamente si la ecuacién tiene rafces iguales. El discriminante tiene
una intima relacién con la resultante de f (z) y sus derivadas. Como

f’ (xl) = Qyp (1‘1 — .’L‘z) PN (Il - x,,)
S (@) =ao(ae —x1) ... (22 —z)
(s = a0 (g — 1) ... (Xp — Tp—1)
es facil ver que:
n (n—1)
fll (.’121) f’ (132) cen f/ (xn) = (— 1)—2— ap” (x1 —x2)2 cee (x1 ——x,,)z cee
n (n—1)

i Zpmr — )2 = (— 1) 2 ag—+? D,
Por otra parte:

B(f; 1) = a' [/ (x) f' (z2) ... [ (z0)
y asi:
n (n—1)

(=D)7 2 "aD=R({S).

La expresién explicita del discriminante se obtendrid escribiendo
R (f;f) como un determinante de Sylvester.

Ejemplo 1. Encontrar el discriminante de un polinomio cuadritico
f(@) =ax*+ a1z +a..

La resultante de f y f' es:
27 ay a
R (f, f’) =|2ao ay 0

0 2 & ay
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de donde
! 1 ay 473
D=—1|2 a 0| =a’—4aoa;.
0 2a o

Ejemplo 2. Encontrar el discriminante de un polinomio cibico.

f@ =az*+az+t+aztas.

Aqui:
A @ a: a; 0
0 Qo % ay Qs
RN =13a 2a a 0 0
0 3a¢ 2a a: 0
0 0 3 Qg 2 a Qs
de donde
1 ay aa as 0 1 ay as aj3 0
o 0 ap a1 as us
a a as: a a a a» a
(] 1 3 0 1 3 a 9 a 3 as 0
D=—{3 2a a 0 0 (=0 a 2a 3a 0 |7
3a, 2m a: O
0 3 o 2 ay 12 1] 0 3 [+ 1)) 2 a (42 4]
0 3as 2a1 ap
1] 0 3 ap 2 ay Qas 0 0 3 Ao 2 ay a:

Luego de desarrollar este determinante, se encuentra que la expresién final de D es:
D =18 Ao dy A2 A3 — 4 aﬁ az + (112 022 —4 ao (lzs — 27 a()'2 032.

En el caso de una ecuacién con coeficientes numéricos el cdleulo del discriminante
puede ser reducido al céleulo de un determinante numérico del mismo orden que el grado
de la ecuacién. Si ai, @, ..., @,, son las rafces de la ecuacién entonces el cuadrado del
determinante de Vandermonde

1 a a” ... (11"—’
1 o o ... a7t

= (ap —a) ... (an —apa) ... (@2 —a)
1w, ap? .. ap™?

difiere de D solamente por el factor a,*"2 Multiplicando ahora el determinante de Van-
dermonde por sf mismo, columna por columna, y llamando como de costumbre:

8 = al + a4+ ..+ oadd

las sumas de las potencias i-¢simas, tenemos:
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y asi
So S1 ... Sp
D = agn 81 S2 ... 8p
Sp—1 S8p ... Sap2

Las sumas s; se pueden calcular rdpidamente por medio de las férmulas de Newton.

6. Raices imaginarias. — El calculo de las rajces imaginarias puede
ser reducido al de raices reales por medio de la eliminacién. Sea la ecua-
cién propuesta

f@) =aer + ozt + ... +a, =0,

con coeficientes reales y sea £ = a -+ b7 una de sus rafces imaginarias.
Entonces, f (a + b7) = 0 y por la férmula de Taylor

@ @ @
1 1.2 1.2.3

fla+0b) =Ff(a) +be + ...

Como el segundo miembro se anula por hipétesis, sc anulan sus partes
real e imaginaria separadamente, es decir:

1@ g 7@

— .=0
/(@ 1.2 1.2.3
f" (a) f'(a)
/ . 2 —... =0,
I (@) 1.2.3 bt 1.2.3.4.5 0

ya que para una raiz imaginaria b » 0. Eliminando b* obtenemos una
ecuacién de grado n (n — 1)/2 que debe ser satisfecha por la parte
real de todas las raices imaginarias. Las raices reales de esta ecuacién
que llevan a valores positivos de b% pueden calcularse por uno de los
métodos explicados en el Capitulo VIII. La ecuacién auxiliar que sirve
para determinar a es de grado 3, 6, 10, ... correspondiente an = 3, 4, 5,...
Debido al elevado grado de esta ecuacién y al trabajo que toma desarro-
llarla, este método de cilculo de las rajces imaginarias tiene sélo un
valor teérico excepto para los grados inferiores n =3 y n = 4. Es
mucho mejor, para este propdsito, el llamado método del cuadrado de la
rafiz o de Graeffe. Los lineamientos de este método pueden encon-
trarse en el Apéndice V.

Ejemplo. Sea la ecuacién propuesta

f@ =2t4+4z—1=0.
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El sistema de ecuaciones que sirve para determinar ¢ y b en este caso es
W—6a'bd+at+4a—1 =0,
ab*—at—1 =0.
Evidentemente a # 0; luego:
b2 = i .

a

que luego de sustituirlo en la primera ecuacién da
4a8+a2—1=0.

El tnico valor positivo de a? que satisface esta ecuacién es

1
a? = —,
2
y, correspondientemente
1
4= —.
V2
Debemos tomar
1
a=—==

vz’
de manera de tener un valor positivo de b%. Entonces:

1+48 _ N1+vs
2

Ve

b = ;b

y las rafces imaginarias de nuestra ecuacién son:

1+iV1+48  1—iV1+4/8
Ve ’ vz

Problemas

Hillense las rafces imaginarias de las sigulentes ecuaciones:

1. 22 4+2z+4+10 =0. 2. 18 —2z—2 =0,
3. 3—2z—5=0. 4. 2t +22—2x+6 =0.
5. x4 —223+ 622 —2z+5 =0. 6. x* —42*+8zx—4 =0.

7. 28—z -+ 1 =0. 8.zt —228—1=0.



APENDICE 1

EL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL ALGEBRA

1. — Se supuso en todo este libro que toda ecuaciéon algebraica con
coeficientes reales o imaginarios tiene, por lo menos, una raiz compleja.
Esta afirmacién es conocida como teorema fundamental del dlgebra. La
evidencia empirica de esta proposicién, recogida de innumerables ejem-
plos particulares, es tan fuerte que por mucho tiempo fué considerada
como algo evidente. El que primero establecié el hecho de la existencia
de raices como teorema fué D’Alembert en 1746 y traté de demostrarlo.
De acuerdo al rigor que hoy se exige, la demostracién de D’Alembert
es defectuosa en muchos aspectos, pero contiene un buen germen y
puede elaborarse con ella una demostracién rigurosa. Por ejemplo, una
de las demostraciones propuestas por Welerstrass estd basada en la
idea de D’Alembert. La primera demostracién completa del teorema
fundamental fué hecha por Gauss en el comienzo del siglo pasado, y
desde entonces se han agregado muchas otras. Eatre las muchas demos-
traciones existentes, probablemente la primera y la cuarta de Gauss
(ésta es sbélo otra presentacién de la primera) muestran de la manera
més clara por qué una ecuacién debe tener una rajz; y aunque los parti-
darios del rigor extremo insisten en la necesidad de varios agregados,
presentaremos aqui la cuarta demostracién de Gauss como la que estd
mis de acuerdo con los propdsitos de este libro.

2. Los coeficientes del polinomio
f(@) =20 + azn-! + b2 + ... + 1,
son nimeros complejos. Sean éstos, escritos en forma trigonométrica,
a=A(cosa +isena) ; b =B (cosP + ¢senp), ...,
=1L (cosh + 7 sen A).
Atribuimos también a z un valor complejo
z=71r(cos¢ + isen ¢).

Sustituyéndolo en f (z) y separando las partes real e imaginaria con
ayuda del teorema de De Moivre, podemos escribir
f@=T+:U
325
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donde
T =rmcosng -+ Arrleos{(n—1) ¢ +a] + ... + Lcosk,
U=rrsenne¢ + Arvtsen [((n—1) ¢+ a] + ... + Lsen i,
El teorema fundamental quedars demostrado si podemos probar la

existencia de un punto con coordenadas polares r y ¢ en el que T'y
U se anulen, y esto se conseguird recurriendo a la intuicién geométrica.

3. — Antes de entrar cn la parte fundamental de la demostracién
deben hacerse algunas consideraciones preliminares. En primer lugar,
es posible determinar un nimero E tal que para r > R

rm—a2 (At + Br? + ... + L) > 0. [1]

Si C es un nimero positivo mayor que todos los nimeros 4, B, ..., L,
la desigualdad [1] se cumplird si

m—2 Cmt 42+ .4+ 1) >0

o
rn[1~\/?c(—1~+i+...+iﬂ>o. 12]
T r? rm
Pero, suponiendo r >1:
1 1 1 1
—+—+ ...+ =< ,
r 2 e r—1

y en consecuencia, [2] y con mayor razén [1] seran validos sir > 1y

1— V2 C >0,
r—1
esto es, si
r>1+42C.

Basta tomar
R=1++V2C,

para que se cumpla la desigualdad [1] para r > R.

4. — En segundo lugar, es posible demostrar que la circunferencia
de radio r > R consiste de 2 n arcos en los cuales T toma valores alter-
nativamente positivos y negativos. Con este fin introduzcamos el 4ngulo

T

(l)=—'—
4n

’
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y consideremos sobre la circunferencia 4 n puntos con argumentos
0,30,50,...,8n—3)0, 8n—1) 0.

Estos puntos se designardn con Py, Py, Ps, ..., P4,y Combindndolos.
en 2n pares Py, Pi; Pa, Ps; ... ; Pun_g, Pan_1, serd facil demostrar que
en los puntos de cada par, T toma valores de signos opuestos, y que
estos signos seran

(—DF, (—1)#,
para el par Py, Py, Las amplitudes correspondientes a Py, y Py son

6=k +1)—— y ¢ = @4k +3) —
4n 4n

y, por lo tanto

1
y cosn¢ = (—1r—.

V2

Multiplicando los correspondientes valores de T’ por (=D y (—
respectivamente, tenemos:

cosn ¢ = (— 1)*

DY,

re

(—1)*T = 77 +(—D*Ar+tecos[(n —1) ¢ + a] +
+ ... + (—1)*Lcoskr

rs

(ZDMIT = St (D= dricos [(n = 1) ¢/ + el +
+ ... 4+ (—1)¥ Lcos A,

v, por lo tanto, reemplazando

(—1D* cosl(n—1)¢ F+ a],...,(— 1% cosk
(—D#lcos[(n—1) ¢ +a],...,(— 1D+ cosh,

por (— 1), se llega a las siguientes desigualdades

(—1)* T2 vr_;_ Al — . — L

rn

(— )™M T2 — At — | — L,

cuyos segundos miembros, por la eleccién de r, son positivos; y esto
prueba el enunciado. Por variar T continuamente con ¢, se anulari
2n veces en los puntos (0), (1), (2),...,(2n —1) cuyos argumentos
serian, respectivamente:

0;30; 50; 7T0; 90; 1lw;...;8n—3w;, 8n—1o.
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Es importante demostrar que estos puntos son los tnicos en los que
T se anula. Para demostrar ésto expresamos cos ¢ y sen ¢ en funcién

¢ .
de & = tg —, de la siguiente manera:

1= __ 2%
coS ¢ T o ; sen ¢ 1+E2,

e introducimos la expresién correspondiente

:1c=r(l_EZ + 7 28 ),
1+ & 1+ &

en f (z). Entonces, la parte real T se presenta en la forma
_ Pu(®
1+

siendo P, (§) un polinomio real de grado no mayor que 2n. Por anularse
este polinomio para 2n valores distintos de & como se demostrd, su
grado es 27 y no puede anularse para ningdn otro valor de §. Ademsis,
las 2 n rajces cuya existencia se demostré, deben ser rafces simples y
por lo tanto, alternarse los valores negativos y positivos de T al des-
cribir la circunferencia de radio . Puesto que en el punto de argumento
w el valor de T es positivo y cambia de signo al pasar por el punto
(0), en los 2 n arcos entre

@My @O ;Vy@@;...;Cn—2)y 2n—1);2n—1) y (0)

los signos de T serdn alternativamente — + — -, ete.

5. — En tercer lugar, demostraremos que U toma valores positivos en
los puntos (0), (2), ..., (2n —2), y valores negativos en los puntos
1), 3),...,(2n—1). El argumento ¢ del punto (k) se encuentra entre

i
’

4k+1) y (4k+3)

.
4n 4n
por le tanto, (— 1)*sen ¢ es positivo y mayor que%. Multiplicando
U por (— 1)* y reemplazando
(—D¥sen{(n —1) ¢+ al;...;(— 1)ksenr

por — 1, tendremos

(—D*U zrm(— ksenn ¢ — Ar~t — ... — L,
y también la desigualdad

re

—1)*U > —=—Ar~' — ... — L,
(=1 NG
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pero aqui el segundo miembro es positivo por la eleccién de 7. Por lo
tanto, el signo de U en el punto (k) es (— 1%

6. — Elegido un circulo T' de radio >R, su circunferencia es dividida
por los puntos (0), (1), (2), ..., (2n — 1) en 27 arcos en los cuales el
signo de T es alternativameate negativo y positivo. Cuando el circulo
T crece, los arcos (0) (1); (1) (2) ete., delimitan 2n regiones, que se
extienden hasta el infinito, dentro de las cuales T toma alternativa-
mente valores positivos y negativos; estas regiones estdn separadas
entre si por curvas en las cuales T = 0. Para describir més intuitiva-
mente la situacién, llamaremos « mares » a estas n regiones, afuera de
T, donde T < 0, y a las otras n regiones, donde T > 0, « continentes ».
Las curvas en las que 7' = 0 serdn las « costas ». Los n mares y los n
continentes que existen en 2| exterior de I' se extienden al interior de T
a través de los arcos (0) (1); (1) (2); etc. Comenzando por el punto final
(1) del arco (0) (1) a través del cual penetra un mar en el interior de T,
imaginemos que caminamos & lo largo de la costa de modo que el conti-
nente quede a nuestra derecha, yendo hacia adentro. Debemos luego
salir de T' y cuando lo cruzamos nuevamente, yendo hacia afuera, el
continente debe seguir estando a nuestra derecha. Si la circunferencia
se recorre en e} sentido contrario & las agujas del reloj, los continentes
y mares se alternan, de donde se deduce que cruzamos T', yendo hacia
afuera, en el punto (k), siendo k par; es decir, ya sea en (2), que es el
caso més simple, o en (4), (6), etc. Por lo tanto existe una curva conti-
nua L que va de (1) a un punto (k), siendo k par. Sobre la curva L es
constantemente 7 = 0; y en el punto (1), de acuerdo al Péarrafo 5,
U <0, porlo que U > 0 en el punto (k).
Por wvariar U continuamente, en algin
punto de L debe tomar el valor 0, de mo-
do que existe un punto dentro de I' en el
cual es T =0 y U =0, lo que prueba
la, existencia de una raiz.

La figura siguiente, copiada de Gauss
y preparada para una ecuacién especial
de quinto grado, ilustra perfectamente lo
que hemos dicho. Las 4reas cubiertas por
mares han sido sombreadas y las que re-
presentan continentes han sido dejadas
en blanco. Ahora, si partimos de (1) y
caminamos a lo largo de la costa llega-
mos al punto (2) sobre el circulo T, y entre ellos sobre esta cos-
ta hay un punto a que representa una raiz. Podemos partir tam-
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bién de los puntos (3), (5), (7), (9) y seguir la costa en la forma
descripta. Desde (3) llegamos a (8) pasando por otra raiz b. De (5)
llegamos a (6) pasando por una raiz ¢, y de (7) llegamos a (4) pasan-
do nuevamente por c. Finalmente, de (9) Hegamos a (0) pasando por
la raiz d. Esto nos indica que existen cuatro raices a, b, ¢, d de las
cuales ¢ es una raiz doble.

El teorema fundamental del 4lgebra, por su naturaleza, pertenece
més al anilisis que al dlgebra. Es natural, por lo tanto, que esta demos-
tracién de Gauss contenga elementos trascendentes de cardcter analitico
y topoldgico. Existen demostraciones, como la segunda de Gauss y
otras obtenidas después de ella, en las que los elementos trascendentes.
fueron reducidos a un minimo. Sélo se requicre en estas demostraciones
un hecho que pertenece al andlisis: que una ecuacién real de grado
impar tiene una raiz real.
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ACERCA DEL TEOREMA DE VINCENT

1. Si una ecuacién sin raices multiples se transforma sucesivamente
mediante las sustituciones

1 1 1
=a+-— ; y=b+ — ; z=c+ —;...
Y z 4
donde a, b, ¢, ... son enteros positivos arbitrarios, la ecuacién transfor-

mada, después de un ndmero suficiente de transformaciones, no pre-
sentard variaciones o tendrs s6lo una. Este importante teorema fué pu-
blicado por Vincent en 1836 en el primer volumen del Liuoville’s Journal,
pero més tarde fué olvidado hasta tal punto que no se lo menciona en
absoluto en un trabajo capital como es la Enzyclopddie der mathemati-
schen Wissenschaften. Sin embargo, el teorema de Vincent es la base
del método tan eficiente para separar las raices reales explicado en el
Capitulo VI. En este apéndice daremos una demostracién de una pro-
posicién algo més delicada que se enuncia como sigue:
Sea N, el término k-ésimo de la sucesién

1;1;2;2,5;8;13; 21; ...
en la cual cada término es la suma de los dos precedentes y donde A > 0
es la minima distancia entre dos raices cualesquiera de la ecuacién

S (x) = 0 de grado =, sin rajces multiples. Supongamos elegido el nu-
mero m de manera que:

Nma A >—;— ; ANaNpa >1 +L [1]
€
donde 1
s=(1+l)"_1——1. (2]
n
Entonces la sustitucién
T =0+ L
a; +
41 (3]
am + 1
§

331
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presentada en la forma de una fraccién continua con elementos arbi-
trarios, enteros y positivos ay, as, . . ., @y, transforma la ccuacién f (z) = 0
en la ecuacién F (£) = 0 que no tiene mds de una variacién.

2. Sea, en general, P,/Q, la k-ésima reducida de la fraccién continua
1
as + 1
a+

a -+

De la ley de formacién de las reducidas:

Piy = app Py + Py_1,
Qe = 1 @ + Qi

v considerando que @y = 1; @ = a, =z 1, se sigue de inmediato que

@y =z N,
Ademas, la relacién [3] aparece en la forma
_ [)m‘g + Pmﬁl
Qm E + Qm—l
de donde
E= _Pm—ngm—lx ' [4]
Pyp—Qnzx

Si z es una raiz cualquiera de la ecuacién f (z) = 0, la cantidad &,
determinada por [4], es la raiz correspondiente de la ecuacién transfor-
mada F (&) = 0.

Supéngase que x es una raiz imaginaria

x=a-+bi ; b=0.
Entoneces la parte real de la correspondiente raiz &, es:

_ (Pm-l* mela> (Pm_‘ Qma) + Qm—lme2
(Pm“‘— Qma)2 "I’" QZmb2

que es ciertamente negativa sl

(Pm_liQnula) (Pm_Qma) = 0.

RS =-

31, por el contrario,
(Pmor— Qmaa) (Pn—0Qna)<0,
significa que a estd contenido entre dos reducidas sucesivas:
Pny  Pn

)

Qm—l _b;— '
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la diferencia de las cuales es en valor absoluto igual a

1
Qm—l Qm
Por lo tanto:
P, l 1 ’ P l 1
—a| < ; —a € ——
Qm—l Qm—l Qm Qm Qm—l Qm
de donde
1
](Pm—l—an—l) (Pm_an) ! < —‘é 1
Qm—-l Qm
En consecuencia, la parte real de § serd negativa si
Qm—l Qm b2 > 1.
Pero
A
QnzQm12 Npa y }bl > '9—

La desigualdad que acabamos de escribir se deduce de

Nm—lA > 1_1
2

v ésto, en virtud de [1], es cierto. Luego, las raices imaginarias de la
ecuacion transformada tienen componentes reales negativas.

3. Supoéngase que con z llamemos indefinidamente s iss rajces reales
de la ecuacién f (z) = 0, si las hay. Deben considerars:: dus casos. Su-
péngase primero que en correspondencia con todas las raices reales z

(Pma—Qmaz) (Pm—Quz) >0.

Entonces se deduce de [4] que todaslas raices reales de la ecuacién
transformada F (§) = 0 serdn negativas. Se ha demostrado ya que
todas las rafces imaginarias de esta ecuacidn tienen componentes reales
negativas. En consecuencia, F (&), ademds de un factor constante,
consta de factores lineales reales & + a con a positivo y factores cua-
draticos &2 4+ b§ + ¢ con b y ¢ positivos. Luego el polinomio F (§)
no presenta variaciones.

Supongamos en el segundo casc que para alguna rajz real z

(Pmaa — Quax) (Pm—Quz) =0.
Entonces z pertenece al intervalo
Pou P,
Qus | Qm
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y por lo tanto

P, < 1

Qm Qm—l Qm

Sea 2’ otra rafz cualquiera, real o imaginaria, de f(z) =0 y & la
raiz correspondiente de la ecuacién transformada. Entonces, teniendo
siempre presente que

PQO—l —Pm—lQm = (_ 1)"7

se concluye de [4] que

xr —

E/ + Qm-.l — (~ 1)m
Qm Qm (Pm — Qm :C/)
o bien
E, - Qm—l ] — (_li)m - Qm_l (1 + (Z)
Qm Qm Qm—l (____m_ ha xl> Qm
Qn
siendo
__ (=pm
a = - .
Q’"Q’”"<Q: _x/)
Ahora
LI ='—&"——x+x—x’ gA——1——>O*,
Qm Qm Qm Qm—l
y
1 1

lal =

A

AQQO—l_—l - ANmNm—l‘_‘l .

Pero por la segunda de las desigualdades [1]

ANpNm1—1 >—1—-

€
y asi
la] < e.

Entonces, las raices de la ecuacién transformada correspondientes a
las raices z1, a2, ..., z,1 de la ecuacién f () = 0, diferentes de =z, son
de la forma

. Qm_l

m

& = 1+ o,

lap | < e
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Examinemos ahora el producto
(t+ 1 +G1) (t+1-|—a2) (t+1+an_1) =t"_1+R1tn_2+ +Rﬂ_1.

Tenemos

Rp=2(Q+a) Q4+ a)... 14 ap),

s —1 ..
consisitiendo la suma de <n ) términos. Desde quc

k
A4+ a) I+ ... doa)—1] =Q+]oa)Q+]al)...
(Ut e ) —1

y
lapl <e 3 h=1,2,...,n—1,

tenemos
A4+ a) T+ ... I+a) —1] =1+ r—1
S+ om—1=2.
n

Es facil comprender entonces que Rj pueda presentarse en la forma

Rk=(” ;1)(1 + 3)

donde
1
[ 3] < —-
n
Entonces:
Ry >0.

4. Es de primordial importancia demostrar que la razén (hacemos
Ro = 1)
Ry

Ry

disminuye con k creciente. Como

Rk ’I’L—k 1+8k . Rk+l _ n—k—l ) 1+8k+1

H

Ry k 1+ 34 R k+1 14+ 3

es suficiente demostrar que
k(n —k—1) < (1 + 3;)2
k+1n—Fk (14 3% 1+ 3

(5]

Ahora:
E(n—k—1) -1 n <1 4n =(n—1)z
(k+1) (n —k) k +1) (n — k) n+1

S T+
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Por otra parte:

1 2
(1 + 32 N (1 _“n‘) _ (i—1p
1+ 3%1) (1 + 3pa) (1 + i_y (n + 1)
n

y de esa manera la desigualdad [5] queda demostrada.

5. Supéngase que para la rafz z la desigualdad estricta
(Pm-—l - Qm—lx) (Pm — me) < 0,

se cumpla. Entonces, la rafz § de la ecuacién transformada correspon-
diente a z serd positiva, y puede demostrarse que el polinomio

(w—=8(—=8) ... (=& =90,

que difiere de F (u) sélo por un factor constante, presenta solamente
una variacién.

Sustituyendo
u=%v ; E= Qm_lw ;i w >0,
Qm Qm
tenemos
¢ (u) = (%L)ﬂ(v—w) w+1+a) ... 0+14+ 2.y,

de manera que es suficiente demostrar la afirmacién para el polinomio
v—w)@+1l+a)... 0+1+ a) =00—0) @1+ Ro?+
+ .o+ Bag) =mert (B —w) ot (Re — Rio) v +
+ ...+ Ry —Rpow)v —Rpa0.

Este polinomio presenta evidentemente una variacién y no més de
una, desde que Ri, Ry, ..., By, w son positivas y
R? . . Rn—l

Ri—ov ; ——w;...; —w ; —w,

Rl Rn—2

es una sucesién decreciente de nimeros.
Queda por considerar el caso

(PM—I — Qm1 1) (Pm“—me) =0.

Todas las conclusiones referentes a las rafces de la ecuacién transfor-
mada correspondientes a las que difieren de z, se mantienen por fuerza
¥, en particular, la conelusién de que B, >0. Solamente en el caso en que

Pm_l_Qm—lx =0,
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la cantidad llamada & serd igual a cero. Evidentemente entonces la
ecuacién trapsformada no tiene variaciounes.

En el caso en que
Pm—sz = Ov

tendremos § = =, lo que demuestra que la ecuacién transformada se
reduce al grado n — 1. El polinomio F (u) difiere del producto

(u_El)(u_Ei) e (u_En—l)’

solamente por un factor constante, producto que desarrollado no pre-
senta variaciones. Luego, el teorema de Vincent queda perfectamente
demostrado.
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ACERCA DE LAS ECUACIONES CUYAS RAICES TIENEN PARTE
REAL NEGATIVA

1. En el estudio de la estabilidad dindmica de sistemas mecgnicos
es necesario tenecr un criterio simple para decidir si todas las rafces de
una ecuacién algebraica con coeficientes reales

J@ =po+patpal+ ...+ pan =0, [1]

tienen parte real negativa. Este problema fué planteado por Maxwell,
estudiado luego por Routh, y resuelto de una manera muy elegante por
Hurwitz. Hurwitz hallé el siguiente criterio: La ecuacién [1] tiene todas
las raices con parte real negativa unicamente si los n determinantes

o ope O
P Do
Di=p ; D= *;D3= Py D2 Pr o
3 p2]
Ps Pa P3
Pr Do ... 0
D. = Ps P2 ... 0

Pin-a Pon-2 ... Pn-

son positivos, siempre que, como puede legitimamente suponerse, py > 0.
En todos los determinantes los indices de las letras p en cada fila de-
crecen de a 1, v las letras con indices negativos y aquéllas cuyos indi-
ces son > n, se reemplazan por ceros.

En el caso de n = 2, este criterio se verifica directamente. Porque las
condiciones en ese caso son

po>0 ;5 pc>0

‘pl o =pip2 >0

o sea: po > 0; pr > 0; p. > 0, v entonces es evidente que
Pot+ P12+ pax® = 0.

tiene rafces con parte real negativa. Suponiendo que el criterio de Hurwitz
es verdadero para ecuaciones de grado n — 1, vamos a demostrar que

338
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continta siendo cicrto para ecuaciones de grado 7, completando de
esa manera la demostracién por induccion. Seguiremos un método
simple y elegante de 1. Schur.

Puede establecerse sin reparos la siguiente proposicién: Si todas las
ratces de f (x) tienen parte real negativa y £ es un numero complejo, serd

FE ] >if(—9 si RE>O,
F( =1f(—9i st RE=0, (21
fE ! <|f(=3] st R§<O.
Consideremns la descomposicién factorial de f(x):
F@) = pale —a) (@ —a) ... (z—a).

Suponiendo & = a + b7 y considerando el factor lineal real z — a,

tenemos
LE— a2 = (@ — ap)? + b%,

en consecuencia, puesto que por hipdtesis oy < 0:
fE—a| 2] —&—al (3]

por ser
a=REZO0.

Los factores lineales imaginarios aparecen en pares conjugados. Sea
t —a,y « —a, uno de estos pares y

a = tr+ 18 5 A = Tr -8 ;5 1. <0 3 8, > 0.
Seré:

]E——a,!2=(a—~{,)2+(b—-8,)2 ; 15—as22=(a—Yr)2+(b+3r)2,

y
&g f=(atr)? F O +3) 5 | —§—al=(@tr)+b— )"
Pero
(@ —y)?z (e + 17,
segin sea
aZ20
En consecuencia
(E—a) (§—a) | 21 (—E—a) (=& —a)] (41
ya que es
REZ0

Las desigualdades [2] se deducen fdcilmente de [3] v [4].
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2. Si hacemos
1
»2—¢=pop1+m (P12 — Pops) T4+ Pops 2* + © (D121 — pops) ¥ + . . . [5]

es fdcil comprobar que
(0] w
Ty = [po <1 - —) +p1wa(x) — [po (1 — —-) —plme(*x)
z z

0 bien
29 =A4@)f(x) —B@)f(—1)), (6]
donde
® w
4 (z) = po (1 ——) +po ; B(z) = po(l ~—) —po.
x x
Supongamos que p; > 0; p; > 0; © > 0 y sea x un nimero complejo
# 0 tal que
R <1,
x
Eatonces, es ficil ver que

14 @ | >]B(]. [71

3. Las raices de la ecuacién ¢ = 0 varfan con w, pero sus reciprocas
estardn acotadas si o estd acotado, por ejemplo si v < 1. Porque esta
ecuacién, como es ficil comprobar, es de grado n — 1, y las reciprocas
de sus rafces satisfacen a la ecuacién

Lt [T IO T

™ +
Pop1 24

cuyos coeficientes estdn acotados. Por lo tanto, w puede tomarse positivo
Yy tan pequefio como sea necesario de modo que para todas las rafces
de ¢ = 0 sea

R—‘i<1.
x

Entonces, las partes reales de todas las raices de ¢ = 0 serdn negatvas
si las partes reales de las raices de f(x) = 0 son negativas. Porque, su-
poniendo que para alguna raiz & de ¢ = 0

E§z0.

Entonces, segtin [6]

A FE) =BEI(—Y,
Y segtn {7]
lA® | >1B® |,
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por ser

RE <1..
§

En consecuencia:

| B (9 |
f N e SN B 'y g —5l,
[F (& | A0 f(—=8 1 <f(=8l|

lo cual es imposible siendo E § 2 0.
4. La reciproca también es cierta: Si po > 0; p» > 0, y todas las raf-

ces de ¢ = O tienen parte real negativa, entonces todas las raices de
f(z) = O tienen parte real negativa. Cambiando, en la identidad

2y (@) =A@ @ —B@f(=2)
xr por — x, tenemos
zy(—2) =B(—n)f@—A(—2)f(-2),
y resolviendo para f (z):
zA(—2z)

J @) = Ao —B®B(—2 b(@
o z B (x) .
A(m)A(_x)—B(x)B(—x)“ 7).
Pero

A(@)A(—z) —B@)B(—=z) =4pips0
y entonces
4poprof(z) =zA(—2) b (@) —2B @) y(—2). (8]

Supongamos ahora que & s 0 es una raiz de f(r) =0y que R§20.
Se desprende de [8] que

A(—Bv(E) =BE (=9 (9]
Haciendo & = a - b¢, tenemos

A(—8 =p (1 +aw+ibo) +no,
B(E) =po(l —aw —thoe) —pr1o,

l A(—8) l2 = [po (1 + aw) + prol® + pbio?,
| B (&) 12 = [po (1—aw) —prol+ pbiu?,
en consecuencia

|A(— 9P —|B(®P=4vplat+dpipo >0
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0 Sea.
|[A(—=8 | >|B()].
Entonces, de {9]
@ 1=2B01 1y i<y,

|A(—8) |

y ésto es imposible siendo R & 2 0, porque todas las raifces de ¢ = 0,
por hipétesis, tienen parte real negativa.

5. En correspondencia con los determinantes Dy, D, ... para la
ecuacién ¢ = 0 tenemos los determinantes

® (P1p2 — Pops) Do
® (P1Ps — DPoPs) Do Ds
® (P1 P2 — Pops) PoD1 0

As = | 0 (P1ps —Dpops) pops © (P1P2—pops) | ; ...
© (P1Ps —DPoPr) PoDs  © (P1rPs— PoDs)

Ar =0 @ipe—pops) ; Az =

Ahora bien
P1 Pz — Do D3 p1'=
P1Ps— PoPs D3

A1=(.0D2 ; A2=(A)po

D1 0 0
=0piPrt | Ps Di1D2—DoPs D1
Ds DP1Ds—PoPs  Ps

0 sea
P1 Do 0
A =0 Do | P3 D2 D1 = 0 Do D;.
Ps P4 P3
E1u forma similar:
P1 0 0 pr po 0 O
A; = o py-! Ps P1P2 — DPoP3s PoP1 =0? po 1 Ps P2 D1 Do
: Ps P1Ps —PoPs PoPs Ds Ps D3 P2
Pr Pi1Ds — PoPr DoPs Pr Ps D5 Pa
o bien

Ag = mzpo Y4 D,

En general, todo determinante A, difiere de D, sélo en un factor
positivo. Podemos demostrar ahora que las condiciones

Di>0 ; Dey>0; ... ; D, >0,

son suficientes para que una ecuacién f () = 0 de grado n tenga todas
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las rafces con parte real negativa, porque entonces tenemos po > 0;
pp >0y
Ay >0 5 Aa>05 ...,48,1>0.

Por lo tanto, suponiendo que el criterio valga para ecuaciones de
grado n — 1, la ecuacién ¢ = 0 tendrd todas las raices con parte real
negativa y entonces (Pérrafo 4) también serd verdad para f(z) = 0.
Las condiciones

Di>0 ; D:>0; ... ;D,>0,

son también necesarias. Porque si f (z) = O tiene todas las raices con
parte real negativa, el polinomio f (z) consta de factores lineales z + «
con « positivo y factores cuadraticos 2* + 2z + y con 8 y v positivos.
Por lo tanto, todos los coeficientes de f (z) son del mismo signo, y su-
poniendo que po > 0, tendremos también Dy = p1 > 0. Teniendo la
ecuacién ¢ = 0 todas las rafces con parte real negativa (Parrafo 3),
es necesario que

Ay>0 ; Ay >0 ... ; Ay >0,
por hip6tesis; en consecuencia también
Di>0 ; D;s>0;...;D,>0.
Entonces:

Di>0 ; Di>0; ... ; D, >0,

si todas las rafces de f(z) = O tienen parte real negativa, supuesto
Po > 0.
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SOLUCION ITERATIVA DE LA ECUACION DE FRECUENCIA

1. En el estudio de pequefias vibraciones de sistemas meednicos hay
que tratar con sistemas de ecuaciones diferenciales lineales de segundo
orden con coeficientes constantes:

§1+01191+al2(12+---'f“alnqn:O,
G2 +a21<]1'1‘02292+.--‘f‘aann:O, [
.q.n +anlq1 +an2q2 + ... +ann(]n= O'

que determinan la variacién con el ticmpo de los n pardmetros inde-
pendientes g1, ¢s, . . ., ¢ que definen la coafiguracién del sistema. Las
constantes reales a;; satisfacen la condicién

Gij = g,

para todos los indices 4, j de manera que la matriz de las formas lineales
de los primeros miembros de [1] es simétrica, Para resolver las ecua-
ciones [1] se buscan soluciones de la forma

gk = Agsen (pt + «), [2]

que representan oscilaciones arménicas naturales con la misma, frecuencia,
p y fase a, pero de diferentes amplitudes correspondientes a diferentes
pardmetros. Sustituyendo la expresién [2] en las ecuaciones [1] ¥ sim-
plificando el factor sen (pt + @) obtenemos las ecuaciones siguientes:

(du-—p2) A1+a1_zAz e +a, 4, = 0,
ast Ay + (a2 — p2) A. + ... + a3, 4, =0,

anlAl + anzAz + ... + (a,m—pz)A,, =0,

(31

Haciendo p? = A y considerando que no todas las amplitudes se
anulan, se concluye que el determinante del sistema [3] debe anularse.
Esto da la siguiente ecuacién en \ en forma de determinante

a;; — A (137 P [237%
a A — A ... a

FQ) = . = n =0 4]
An1 Ap2 v Qpp — A

344
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cuyo grado es n. Esta ecuacién se llama ecuacién de frecuencia. La misma
ecuacién aparece en la teoria de las perturbaciones seculares de las
érbitas planetarias y por esta razén a menudo se la llama ecuacién
secular. Considerada independientemente de los problemas fisicos o as-
tronémicos, la misma ecuacidén es conocida como la ecuacidn caracteris-
tica de la matriz,

i1 Q12 ... Qi

a a a.
A = 21 22 2n

On1 Qp2 (12793

Como se expres6 anteriormente, se supondri que esta matriz es
simétrica,

2. Dos conjuntos de amplitudes Ai, Az, ..., 4n v AY, 4d, ..., A
correspondientes a dos raices distintas A y A’ de la ecuacién de frecuencia
satisfacen la condicién de ortogonalidad

At AV + A4 + ...+ A4 =0.

El origen de esta expresién se explica por el hecho de que dos vectores
A = (A],, Ag, ooy An)
A= (AV Ay ..., 4)),
se llaman ortogonales si su producto escalar
AXA = AJAY + A A + ...+ A, A,
se anula. Para probar la afirmacién anterior considérense dos sistemas
de ecuaciones lineales

an A1 Fawds + ... +a, A, =N A,
an A: +apAds + ... Famd, = A, 5]

an A/ Fand) + ...+ a, A, = N A4y,
an Ay + andd + ...+ an A =N 4, [6]

amdy + anpds + ... Fand) =N A,.

Las ecuaciones [5] multiplicadas respectivamente por 4/, 4/, ..., A
y sumadas dan por resultado

Y oAV A; = A (A1 A + A A + ...+ A ALY) (71

¥
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donde en el primer miembro la doble sumatoria se refiere a los indices

i,j que toman independientemente los valores 1,2, ..., n. Las ecua-
ciones [6] multiplicadas por A, A, ..., An ¥ sumadas dan, por otra
parte:

ZajiAi,Aj=)\, (AL A) + A4 + ... = A A)0). [8]

LY
Pero como a; = a; ambas sumas de los primeros miembros de {7]
y [8] son iguales y restando tenemos

(A —W) (4147 + A A + ... +4,4))=0

y asi
A AY + A AY + ... + 4,40 =0,

ya que A s A
La relacién de ortogonalidad puede usarse para demostrar, siguiendo a
Lagrange, que las raices de la ecuacién de frecuencia son reales. Supén-
gase que hubiera una rafz imaginaria A = a + 37; § = 0; entonces
existird una rafz imaginaria conjugada A’ = a — 87 y seria X =\
Las ecuaciones [5] se satisfacen para valores complejos 41, 4, ..., 4p
no todos nulos. Las ecuaciones [6] correspondientes a la rajz conjugada

sers satisfecha por niimeros 4, 1_4_2, ..., A, conjugados, respectivamente,
de A, As, ..., A, ¥y la relacién de ortogonalidad da

Alzl"]‘AzZz—f—... ‘Jr‘A"Z":O

o bien
A P+ 142+ ... + 4,2 =0,

lo cual requiere que
Ai=A,=... =4,=0,

contrario a la hipdtesis.

En las aplicaciones mecdnicas, las raices A son no sélo reales, sino
positivas y distintas, exceptuando casos verdaderamente excepcionales
de aplicaciones de poco interés. La formacién de la ecuacién de fre-
cuencia segin el desarrolle del determinante [4], puede ser de orden
elevado en algin caso, lo que representa un trabajo tedioso. Cuando las
rajces A difieren considerablemente en magnitud los ingenieros prefieren
calculos aproximados de las mismas por algin proceso de iteracidn.
El propésito de este apéndice es explicar los lineamientos de este proceso.

3. La exposicién ganard considerablemente en simplicidad y elegancia
haciendo uso del dlgebra de las matrices. Con este fin debemos agregar
algunas nociones que no se han dado en el texto del Capitulo IX, P4-
rrafos 12 al 15.



APENDICE IV 347

Una matriz A * obtenida de la matriz A cambiando filas y columnas
se llama transpuesta o conjugada de A. Una matriz simétrica es auto-

conjugada, de manera que
A*=A

y viceversa, cualquier matriz que satisfaga esta relacién es simétrica.
Los determinantes de las matrices conjugadas son iguales. Por la regla
de multiplicacién de matrices se verifica la siguiente ecuacién:

(AB)* = B* A*

que puede interpretarse diciendo que la matriz conjugada del pro-
ducto es igual al producto de las conjugadas de los factores tomados en
orden inverso. Una matriz S se llama orfogonal si satisface la condicién
de la ecuacién

S8* =E (9]

de donde se deduce, en primer lugar, por la regla de la multiplicacién
de determinantes, que:

(det 8)2 =1
de manera que
det S = =1
y en segundo lugar, que
8* = 8§71
y, por lo tanto, también
8*S =E. [10]

Si ¢;; son elementos de una matriz ortogonal, surge de las ecuaciones
[9] v [10] que ellas satisfacen las relaciones

el Feat+ ot =1
ciacp+ cacp+ ... + CinCipn =0 para =j, [11]

<

alf e+ .ot =1
C1iCj + CoiCa; + ... + CaiCaj = 0 para 7 #7. [12]
4. Sean Ay, As, ..., An las amplitudes correspondientes a una raiz A

de la ecuacién de frecuencia. Al multiplicarlas por un factor conve-
niente puede suponerse que

A12+A22+...+An2=1.
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Las amplitudes que satisfacen esta condicién serdn llamadas norma-
lizadas. Sean

A1y A2y ..y Uy
61) {32} sty ﬁ'ﬂ
Vi, Va, sy Y

amplitudes normalizadas correspondientes, respectivamente, a las rafces
Ay Az, ..., An de la ecuacién de frecuencia. Si suponemos, por simpli-
cidad, que estas rafces son simples, las amplitudes normalizadas corres-
pondientes a las mismas satisfardn la relacién de ortogonalidad, de
donde, en virtud de [11], se deduce que la matriz

axy Ao ... &y

es ortogonal. Las amplitudes correspondientes a la raiz A; satisfacen
las ecuaciones

an o+ apo -+ ...+ G, = Aoy,
Guon + G as + ... A+ Qo oy = A1,
Om @y + Gpadz + ... F Aua @y = AL Ay,

que, introduciendo la matriz columna
[e4] !
=17
An
puede condensarse en una ecuacién matricial

4 (a) = M (a).

De esta ecuacidén surge que

A?(a) = A4 (@) = M A (@) = M2 (a)
A¥(a) = AA? (o) = M2 A (a) = M3 (a)
y en general, que
Am(a) = am (@) .
Introduciendo en forma similar matrices columnas (B8), ..., (v) co-
rrespondientes a las rafces Ay, ..., A, tenemos entonces n ecuaciones

matriciales

Am(a@) =am (@) 5 A™(E) = k(@) ;... ;A" () = M ().
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Sea
Co
Cn
una matriz columna y escribamos

AC = C; 3 AC, = C, y A02=Ca;...

¥y, en general

Cm=ACpny = A™C. [14]

Por otra parte, pueden determinarse constantes yi, vs, ..., Y» tales
que
C=ri(x) + 728+ ... +7.(v),

de [14] y [13] surge entonces que
Com = )\lel (‘z) + Yim)\z (B) + ...+ )\ann(V) .

Si e co(m™; ... ; c,™ son elementos de Cp, la tltima ecuacién de-
muestra que

Gl™ = viM™a; + Y2 ™ B+ ...+ Ya k™ v, (15]
vara 7 = 1; 2; ... ; n. Nbtese que debido a la ortogonalidad de S
Yi=cogF caaz+ ... + Chan. [16]
De [15] se sigue que
™M™ e k™ B4 Ly Ay

ci(™ YiMm™a; - rehe™ B L T A
o bien
Ao \m+1 . )\" m+1
Y1ai+‘rzﬁi(—2 +---+ani(
c;(m+Dh _ A1 A
CL-('") ! )\2

Y1 ;- Yzﬁi()\l)m*‘}- -I-Y,,v,-(i:)m

Supdngase ahora que A; es la mayor de las raices; entonces las razones

Y An

)\1 ...,-;\-l—

’

serdn menores que 1 y sus potencias convergerdn a cero cuando los
exponentes aumenten indefinidamente. Supuesto, por lo tanto, que

1 25 % 0, el limite de la razén
C,'(m+l)

c (™
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con m —>« serd Ay, y para m grande, la mayor de las raices (corres-
pondiente a la méaxima frecuencia) puede ser calculada aproximada-

mente de la ecuacién
Ci(m+l)

N =

)
Ci("‘)
Goude, en general, ¢ puede ser uno cualquiera de los ndmeros 1,2, .. ., n.
Consideraciones similares demuestran también que para m grande las

razones
Cy (m) . . Cn(m)

am T g m

serdn aproximadamente iguales a las razones de las amplitudes

oz . . %n
— P y
5} [*3]
El calculo de ;™ ¢e™), . . ., ¢, puede realizarse por un simple méto-
do recurrente, usando las férmulas
a ™t = gy ™ 4 a4 ™ 4 L F a1, ™,
C2 ™D = gy 1™ F @y ™ - ...+ Gy ™,
€ D = a0 g™ 4 L G €™
Con respecto a los valores iniciales de ¢y, ¢q, . . ., s, Pueden ser tomas

dos arbitrariamente, con la sola condicién de que

vi=cax +coat ... +Fcia,=0.

Sicy, cs, . .., €n se toman al azar, esta condicién se satisfard en general.
Para encontrar la raiz menor de la ecuacién de frecuencia, o sea la mi-
nima frecuencia, puede aplicarse el mismo método a la matriz reci-
proca A~!. Para demostrarlo, nétese que la ecuacién caracteristica de

A es
F() =det(4 —rE) =0.

Ahora
A(A7T—2A1TE) = — A1 (A —AE),
de donde, por la regla de multiplicacién de determinantes
det A .det (A1 — A 1E) = (— 1)"x"det (4 —RE)
v de esto se sigue que las raices de la ecuacién caracteristica para la

matriz reciproca A ! son

P LY P S
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y la mayor de ellas es la reciproca de la menor raiz correspondiente
a A. Por lo tanto, la menor raiz puede calcularse por ei proceso anterior.
Una vez que la raiz mayor se ha calculado con suficiente aproximacién,
las otras rafces pueden calcularse aproximadamente por el mismo mé-
todo, suplementado con ciertas consideraciones adicionales, pero que
nosotros no trataremos. El método explicado en este apéndice se basa
en la misma idea que el antiguo método propuesto por Daniel Bernoulli
para cualquier ecuacién algebraica y tiene los mismos defectos de con-
vergencia lenta cuaado las rafces no son numéricamente muy distintas.
La lenta convergencia que a veces ocurre se compensa por el hecho
de que los errores accidentales de cémputo solamente retardan el pro-
ceso pero no influyen en el resultado final. La simplicidad de céalculo
es otra ventaja especialmente apreciable cuando el trabajo se confia
a un grupo de calculistas. Probablemente éstas son las razones por las
cuales muchos ingenieros usan este método con preferencia a otros.

El defecto de una convergencia lenta puede remediarse, en cierts
manera, por el siguiente procedimiento que lleva a usar 2 n iteraciones
en lugar de m.

Refiriéndonos a la expresién

™ =y ™ e Bih™ At YR A

y a las relaciones de ortogonalidad [12], es ficil encontrar que
Pm = Cl(m) Cl(m+1) + 02(7") Cz(m+1> + .. + cn("") cn(m+1)

Am = cl(m) clﬁm) + Cz(m) 02(7") + . + cn(m) cn(m)

tendridn las expresiones sencillas siguientes

T'm = YIZ )\12m+1 + 722 )\22m+1 + ... + Yn2 )\n2m+l
Am = 20N + v 0™ 4 o v AT,

de donde el cociente
™
A

serd aproximadamente igual a la mayor rafz Ay, y es fécil ver que

T
< .
An
Ejemplo. Sea la matriz
2 —1 0
A=1—1 2 —1
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Comenzando con
a® =1 ; @ =0 ; ¢O®=0

calculamos ripidamente por recurrencia

a9 = 14041 ; (0 = — 17460 ; (0 = 7753 ;

a® = 45542 ; oD = —56714 ; (D = 25213 ;
de donde
The = 1825158051
Are = 562110290
y

T

= 3,246975,

10
mientras que la mayor rafz caracterfstica de la matriz 4 es

3, 2469795 ,

de manera que la aproximacién, aun después de un ndmero tan reducido de pasos, es
bastante satisfactoria.

1
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EL METODO DE GRAEFFE

1. Cuando es necesario calcular todas las raices de una ecuacién,
incluyendo las imaginarias, el asf llamado método del cuadrado de las
rafces o de Graeffe es preferible a los demds y es el vinico método préc-
tico para calcular las rafces imaginarias. Las primeras ideas de este mé-
todo se encuentran en los escritos de Waring en el siglo XVIII. Mé4s
tarde fué propuesto independientemente por Dandelin (1826) y Lobat-
chevsky (1834) un método para el cileulo de las rafces basado en la
misma idea, pero sélo Graeffe (1837) lo desarrollé en todos sus detalles.

Sea

f@ =po+pmz+pa*+ ... +pu2»=0,

la ecuacién propuesta, con raices ai, @, ..., an. La primera parte del
método de Graeffe es un algoritmo para la formacién de la ecuacién
con las rafces a? a2, ..., a%. Como

f@ =pn@@—a)(@—w) ... (@ —a),
(=D (=) =pa(@ + @) (z + @) ... (2 + a)
y multiplicando estas ecuaciones miembro a miembro, tenemos
(=Drf@f(—2) =pd (2 —a?) (@ — &) ... (2 — ),

de manera que, reemplazando z por \/x , 1a ecuaci6én pedida, de rajces
w? g%, ..., as? puede escribirse asi:

F@)=f Wz)f(—z)=0.

Ahora
F(Nz) =pi+prtpztt...+Vz@+psz+pad+...),
f(—=Vz) =pitmatpzt+ ... —Vz (o1 + D3z +ps2®+ ...),
v luego

F(x) = (po + pex + paz® + .. D —z(pr+ psx + psa? -+ A LN
de donde es facil ver que el coeficiente de z* en F (z) sers:

(— 1D pd —2piaDia + 2 pia Piye — .,
353
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continudndose los términos entre paréntesis mientras los subindices de
las letras p no sean negativos o mayores que n. Se obtiene una simpli-
ficacién cambiando z por — = en F (x), es decir, considerando la ecua-
cién cuyas rajces son: — a?; —a?; ... ; —a.”. En este caso, tenemos la
siguiente regla uniforme: Escribiendo la ecuacién original en la forma

agar +arxzvt + ... +a, =0,
el coeficiente de z*! en la ecuacién transformada, cuyas raices son
—a? —a?; ... ; — &, estd expresado por la suma

a —2 i1 Qi+ 200Gy —

que se continta mientras los indices no se hacen negativos o mayores

que 7.
Por una repeticién del mismo proceso, se obtienen ecuaciones trans-

formadas cuyas raices son

— ot — ot At
—a®  —ad b
4(2116 ; 7:1216;.'. ;_anIG;
etc.
es decir, las opuestas de las ralees aj, az, .. ., o5 elevadas a exponentes

que son potencias de dos ridpidamente crecientes. Luego de algunas de
estas operaciones los coeficientes de las ecuaciones transformadas se
hacen excesivamente grandes y es necesario reemplazarlos por valores
aproximados reteniendo un cierto nimero fijo de cifras significativas,
por ejemplo, cinco o seis. Reteniendo generalmente, por ejemplo, seis
cifras, se puede esperar obtener raices por el método de Graeffe tam-
bién con seis cifras significativas. Los célculos se realizan convenien-
temente con la ayuda de una maquina de caleular. Otra forma de evitar
el uso de numeros muy grandes es reemplazar los coeficientes de la
ecuacion transformada por sus logaritmos (o mejor, por el logaritmo de
sus valores absolutos) agregando una letra n al final del logaritmo para
indicar un coeficiente negativo. Los coeficientes de las ecuaciones trans-
formadas serdn todos positivos si la ecuacién propuesta tiene solamente
rajces reales, de manera que los coeficientes negativos indican la pre-
sencia de rafces imaginarias, aun cuando la reciproca no es cierta nece-
sariamente. Cuando se usan los valores logaritmicos de los coeficientes,
es de mucha ayuda tener tablas de logaritmos de Gauss que permiten
tomar directamente de la tabla el logaritmo de la suma o diferencia
de dos nidmeros cuyos logaritmos son dados. La excelente tabla de loga-
ritmos a seis decimales de Bremiker contiene también tablas de loga-
ritmos de Gauss.
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‘Ejemplo 1. Sea la ecuacién propuesta
w422 —620—2z+1=0.

Los coeficientes de las primeras tres ecuaciones transformadas se han caleulado exac-
tamente de acuerdo con lo anterior y se consignan en la siguiente tabla:

20 1 2 —6 —2 1
2t 1 16 46 16 1
22 1 164 1606 164 1
23 1 23684 | 2525446 | 23684 1

Los ndmeros de la columna de la izquierda muestran los exponentes de las potencias
a las que han sido elevadas las rafces. Al pasar a las siguientes ecuaciones transformadas
retendremos solamente seis cifras significativas. Los resultados son los siguientes:

24 1 555881 X 103 637676 X 107 555881 X 103 1
28 1 308991 X 1012 | 406631 X 10° | 308991 X 10 1

Para la ecuacién transformada siguiente los coeficientes dentro de la aproximacién
supuesta serfan iguales a los cuadrados de los coeficientes precedentes: una circunstancia
importante relacionada con el método de Graeffe que demuestra que no es necesario
continuar més el cdiculo.

Ejemplo 2. Sea la ecuacién propuesta

2+ 828 — 722 —50z—30 =0.
Los coeficientes de la primera ecuacién transformada, calculados directamente:
2t 1 78 789 2080 900

.son reemplazados por sus logaritmos:

2t 0 1,802095 2,897077 3,318063  2,954243

Los cdleulos siguientes, hechos con ayuda de las tablas logaritmicas de Bremiker, dan:

22 0 3,653792 5,476891 6,463324 5,908486
2° 0 7,294564 10,804246 12,900923 11,816972
24 0 14,588985 21,573568 25,801272 23,633944
23 0 29,177970 43,145614 51,602544 47,267888

En el paso siguiente todos los logaritmos se duplicarian asi que, con la aproximacién
deseada, no es necesario continuar més.

2. De manera de poder explicar cédmo el proceso descripto en el Parra-
fo 1 puede ser usado para el cdlculo de las raices, comenzaremos con el
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caso mds simple cuando las rafces oy, @, ..., ax son todas reales y de

distinto valor absoluto. Llamando en general ¢; a | «;|, supéngase que
P1 > P2 > ... > op.

Lldmese Ao, A1, ..., A, a los coeficientes de la ecuacién transfor-
mada correspondiente al grado m = 2* de las raices. Entonces eviden-
temente es

Az _ A3

A
L=3om ; =Z oM™ ; —=Z ™ p"eu™; ...

Ao Ao Ag

En estas sumas los términos o™ o™ 2™, 1™ e2™ e3™, ... son los

términos dominantes y los otros términos serdn incomparablemente
menores si m es un ndmero suficientemente grande. Entonces, con

pequeiios errores relativos e, ¢, e3, ... podemos escribir

A1 AZ

— ="l 4+ ) ; —=amep"(1+ ) ;

A, T A, ’
A
2 p1™ pa™ 3™ (1 + e3) ;...
Ay

de donde, con pequefios errores

Al 442

A;
; mlog o1 g2 = log ; mlog ¢1 ps ps = log ——

0 0 g

m log o1 = log

y con errores adn més pequeiios (debido al divisor m grande):

1 Ay 1 A,
log oo = — log— ;log g1 p2 = — log—;
m Ay m Ao
1 A
log P1Ozpa=—log—3; e 1
m 0

Pasando a la siguiente ecuacién transformada, cuyos coeficientes son
Ay, A/, ... tenemos también

A A
Do et al) 5 S = (e (Lt s
Ao Ay
A !
A3/ = (pre2ead (14 &) ;...
0

o, con errores relativos pequefios:
A AL A _ <Az T A _ (Aa z
Ay (Ao TAY A0> TAY AO) o

que explica, en general, el fenémeno observado en los dos ejemplos
precedentes. Reciprocamente, cuando se satisfacen estas ecuaciones den-
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tro del grado de aproximacién preseripto, puede suponerse sin temor a
error que por lo menos con la misma aproximacién se cumplirdn las
ecuaciones [1]. Habiéndose encontrado en [1] los logaritmos de los
médulos p1, ¢, p3, ... estos moédulos se determinan inmediatamente
por las tablas logaritmicas. Con respecto al signo de la raiz se podrd
encontrar sin dificultad si se conoce groseramente la ubicacién de las
raices.

Ejemplo 1. Resolver la ecuacién
¢ +2288—622—2zx+1=0,
vista en el Ejemplo 1, Pdrrafo 1. Los coeficientes de la quints ecuacién transformada son
1 308991 X 10" 406631 X 1020 308991 X 10 1
y sus logaritmos

0 17,489945 25,609200 17,489945 0

de donde
32 log o1 = 17,489945 32 log ¢1 p2 = 25,609200

3210g o1 p2 ps = 17,489945  321log 1 2 03 p4 = 0
y, en consecuencia:
log o1 = 0,546561 ; log ps = 0,253727 ; log o5 = 1,746273 ; log ps = 1,453439
o1 = 3,520150 ; o = 1,793604 ; o5 = 0,557536 ; o4 = 0,284079.

Con una nocién somera de la ubicacién de las rafces se encuentra que son

— 3,520150
-+ 1,793604
— 0,557536
+ 0,284079

Suma: — 2,000003
en lugar de — 2. Presentada la ecuacién en la forma

(x?+z— 1)t =522,
es fdcilmente resoluble y sus raices son:

V5—1xV1I0—v20 = —V5—1xVi0+v20

2 ! 2

o aproximadamente
— 3,5201470
+ 1,7936045
— 0,5575365
+ 0,2840790

Los valores anteriores son tan préximos a éstos como podia esperarse del uso de tablas
de logaritmos de seis decimales.
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Ejemplo 2. Resolver la ecuacién
24+ 83 —T72°—50x—30 =0,

ya vista en el Ejemplo 2, Pérrafo 1. Los logaritmos de los coeficientes de la quinta ecua-
cién transformada son:

0 20,177970  43,145609  51,602544  47,267888

de donde
43,145609 51,602544
— 29,177970 — 43,145609

32 log o = 29,177970 ; 32log px = 13,967639  32log ¢3 = 8,456935

47,267888
— 51,602544
32log ps = 5,665344
y, por lo tanto:
log 1 = 0,911812 ; o = 8,16228
log gz = 0,436489 ; p2 = 2,73204
log o3 = 0,264279 ; ps = 1,83772

log o5 = 1,864542 ; py = 0,73205

Sin mucho inconveniente se determina que las rafces son:

— 8,16228
+ 2,73205
—1,83772
— 0,73205

— 8,00000

3. En general, agrupemos los médulos de las raices pi, 2, ..., on €D
grupos tales que

pero tal que
e > fa1 5 Bu > Purl 5 Oy 2 Puil

En las expresiones

A A
=2 ® a™ ... " ; L z o™

Ay Ao
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los términocs ™ ae™ ... ™ ;™ @™ ... ™ ;™ @™ ... 2™ ; ... son
dominantes y los otros términos incomparablemente menores para m
grande. Luego, con errores relativos arbitrarios y pequefios e, e es, ..

"41—=(¢1a2---0‘7\)m(1+ &) ; ju =(a1°‘2'~-“u)m(1+52) y

0 0

ﬁ: (alag...ay)m(1+ 83); o

0

o lo que es lo mismo

A A
)‘=(9192-.-P)\)m(1+51) 3 -u—=(9192~~-9u)"'(1+€2);---
Ao Ao

de donde, nuevamente con pequeflos errores

1 A, 1 A,
pLpz ... o = —log S PA e P = — ;
m 0 m A

1 A,
Put + - py = —log—; ... [2]
m A,
y estas relaciones se satisfardn dentro de la aproximacién prescripta
cuando las transformaciones se continden de manera que los logaritmos
de las razones

comiencen a duplicarse de una ecuacién transformada a la siguiente.
La sucesién de los coeficientes

Ay 3 Ay ;5 As ...
dividida en secciones
Ag, ..., Ay
y: P Y
A, ..., A,

cuyos extremos muestran una regularidad de comportamiento en que-
las razones
A4, | A, 4,

’ ’ PARIE

A A Ao

tienen tendencia a elevarse al cuadrado o sus logaritmos a duplicarse
cuando se pasa de una transformada a la siguiente, mientras que los
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términos intermedios no manifiestan tal comportamiento regular. En
la prdctica por lo tanto, es siempre ficil encontrar mientras se ejecutan
las transformaciones, los valores de los {ndices A, i, v, ... De las ecua-
ciones [2] se pueden hallar valores aproximados de los productos de los
médulos ¢y, ..., pa; pat+1--. pu; ... de cada grupo. Para ver c6mo ayuda
ésto a encontrar aproximadamente el médulo de las raices reales e
imaginarias, supéngase por ejemplo, que entre las raices

a1, &2, &3, A4, A, As
de una ecuacién de sexto grado, ordenadas en sentido decreciente de
sus mddulos, «; es raiz real, @ y a3 imaginarias conjugadas, a4 real y

a5 ¥ as imaginarias conjugadas de manera que tres de cllas no tengan el
mismo médulo. Entonces

1L > P2 = P3 > P4 > P = Pb

¥y para m grande la sucesién de los coeficientes

Ao;Al;Az;Aa;A4;A5;A6

se encontrard que se divide en secciones
Aqg, Ay
A, Az, As
As , A,
Ay, As , As.

Suponiendo por simplicidad que 4 = 1, los coeficientes 4;, A, A4,
Ag mostrardn un comportamiento regular como se dijo antes, pero A,
v As, en gencral, variardn erriticamente, cambiando de signo y mos-
trando la considerable influencia de los coeficientes vecinos A;, A;
y A4, As. Una vez que la particién se ha manifestado, los mddulos de las
raices reales g1, p« se encuentran aproximadamente con
Ay 1 Ay

; log ps = — log
0 ) m Aa’

1
log p1 = — log
m

v los cuadrados de los médulos de las raices imaginarias con

1 Asg
; log ps? = — lo .
A.1 & e m & A4

As

log p2® = -i- log
m

El procedimiento ilustrado en este ejemplo servird para encontrar
los médulos de las raices reales e imaginarias excluyendo el caso de dos
o mis raices de médulos iguales (0 muy préximos) que requiere la apli-
cacién de artificios especiales.
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4. Cuando los médulos de las raices se encuentran por aproximaciones,
los signos de las rafces reales son ficilmente determinables y los argu-
mentos (o componentes reales) de las raices imaginarias pueden deter-
minarse de la siguiente manera: Supéngase primero que hay un par de
raices imaginarias a & b¢ cuyo médulo es p. Si la suma de las raices
reales se indica con o, las componentes reales e imaginarias se deter-
minan de

a
2a=’_“—1—’—€ ;b=1,92_a2

Qo

Cuando hay dos rafces imaginarias a; = by 7; az = b:¢ de mddulos
desiguales ¢y, s, considérense las sumas de todas las raices y de sus re-
ciprocas; llamando ¢ y ¢’ la suma de las raices reales y la de sus recipro-
cas, tenemos dos ecuaciones

ax 2 a 2 a; An_1

2, +2a,= —— —o + = — —

ay p1? o2 an

que sirven para determinar a; y as luego de lo cual se encuentran b
y by de

b1=‘J912—012 3 b2=\/922—a22.

En el caso en que hubiera tres o m4s pares de raices imaginarias de
distinto médulo puede usarse el siguiente procedimiento general: Po-
demos suponer que el grado de la ecuacién propuesta f (z) = 0 es par
e igual a 2 v; pues en caso contrario puede reemplazarse por zf (z) = 0.
Sea p el médulo de alguna rafz imaginaria y ¢ su argumento. Sustitu-
vendo z = p (cos ¢ + 7 sen ¢) en

zvf(x) =0

e igualando a cero las partes reales e imaginarias, tenemos dos rela-
ciones de la forma

Cocosveg+Creos(v—1 ¢+ ... +C,icosp+C,=0,
Dysenve + Disen(v—1)¢ + ... + D,isen¢ =0,

donde los coeficientes son cantidades conocidas. Reemplazando en
general:

senk ¢
sen ¢

cosko ;

por sus expresiones en la variable ¢ = cos ¢ encontramos que f es la
Ginica raiz comin a las ecuaciones

Fit) =0 ;& =0
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una de grado v y otra de grado v — 1. Esta raiz comin puede encon-
trarse por el método usado al determinar el méximo comin divisor.
El caleulo se realiza convenientemente si se dispone de méquina de
calcular.

Existe otro método para calcular las componentes reales de las raices
imaginarias. Témese un nimero real k£ (que por razones précticas no
debe ser ni muy pequefio ni muy grande) y transférmese la ecuacién
propuesta mediante la sustitucién

y=xz—k.
Haciendo
1av[=9v; an—klzry;avzav-}-bvi
tenemos
af +b2=102 1 (&, =K+ b}=r]
de donde
2 2 2
g, =2 + &
2k

Los cuadrados de los médulos de la ecuacion en y se determinarin.
por una nueva aplicacién del método de Graeffe; sean éstos

I LR A

Como los signos de las raices reales a, se conocen, no hay dificultad
cn encontrar los correspondientes r,. Si la menor diferencia entre los
médulos de rafces imaginarias no conjugadas es menor en valor ab-
soluto que 2% es facil ver que con ¢, > p, tenemos tambiénr, > 7. y
luego los valores r, para las raices imaginarias pueden encontrarse sin
ambigiiedad entre 72, s%, %, ... Pero los valores de k que satisfacen
la condicién anterior pueden ser tan pequefios como para causar una
considerable pérdida de aproximacién en la determinacién de av. Con
un valor de k mayor, la identificacién de r, correspondiente a oy puede
lograrse mediante un proceso de tanteos facilmente aplicable en la
prictica, que se basa en la desigualdad

!pv_“rvl>|k‘

y la relacién

2 __ 2 A1

f]r_v-z_=2k

que se deduce de la expresién de la suma de las reciprocas de las raices,
tomando en cuenta la expresién anterior de a,.

+n

an
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5. Vale la pena ilustrar estas consideraciones generales por medio de
ejemplos numéricos.

Ejemplo 1. Resolver la ecuacién
Pt —Trr— 22 +z+1=0.

Los resultados del céleulo, que el lector debe repetir, se dan

en la siguiente tabla:

20 1 1 —7 —22 1 1
2t 1 15 95 500 45 1
22 1 35 —b885 241480 1025 1
23 1 12995 177317 X10? 583247 X108 567665 1
24 1 133407 X103 —020145 X 10 | 340177 X10%® 205594 X 108 1
28 1 202003 X 101 53584 X 10% 1157201038 354654 X 1017 1
28 1 406080 1027 | —180391x10% | 133911 X10#% 123468 X 104 1
27 * * * * 152409 X 1088 1

El comportamiento irregular del tercer coeficiente indica la presencia de rafces ima-
ginarias. Luego de seis transformaciones la particién se torna manifiesta y los grupos
en que se separan los coeficientes son los siguientes:

1 406980 X 10*7
406980 X 1027 — 180391 X 10%
133911 x 108 123468 X 101
123468 X 104 1

133911 X 10#

Esto indica la existencia de tres raices reales y dos imaginarias. Recurriendo a los loga-
ritmos encontramos

log 406980 X 1027 = 32,609573,

log 123468 X 10 = 45,091554,

log 133911 X 108 = 86,1268186,

de donde
64log o1 = 32,609573 ,
64 log os = — 41,035262,

64 log p2?
64 10g 13

I

53,517243 ,
— 45,001554 ,

I

log o1 = 0,500524 , log ps = 1,358824 , log o5 = 1,205444
o = 3,23230, o4 = 0,228476 , os = 0,107445 |

que lleva a las siguientes raices reales:
+3,23239 ; + 0,22847 ; —0,19745.
El logaritmo del cuadrado de los médulos de las dos rafces imaginarias es
log o> = 0,836207,
vy asf, llamdndolo simplemente ¢?, tenemos

o = 6,85815.
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Considerando la suma de todas las raices tenemos

3,26341 +2a = —1,
de donde
a = — 2131705,
y
b =1,52117,

de manera que las rafces imaginarias son
— 2,131705 & 1,52117 7.
Ejemplo 2. Resolver la eduacién
P¥—?—222—2xz—1=0

Los resultados del cdlculo se dan en la tabla:

20 1 —1 —2 2 —1
2t 1 2 —3 0 0 1
1 10 9 4 0 1
23 1 82 1 36 —8 1
24 1 6722 —5919 1476 —8 1
2% 1 451971 X 10° 151912 X 10 209732 X 10 —2888 1
28 1 204278 X 10 41187 X 10° 448658 X 107 414590 X 10 1
217 * * * 201291 X 10 ¢ * *

El comportamiento irregular de los mimeros de la tercera y quinta columnas indice
dos pares de rafces imaginarias. La particién es casi completa después de seis transfor-
maciones y la séptima es necesaria solamente para efectuar un pequefio ajuste en el nid-
mero de la cuarta columna. Tomando logaritmos y dividiendo el logaritmo del mimero
de la cuarta columna por 2, tenemos las siguientes secciones de los coeficientes loga~
ritmicos:

0 15,310222
15,310222 * 12,651912
12,651912 * 0

de donde

64 log o1 = 15,310222 ; 64 log ps = 61,341690 — 64 ; 64 log ¢ = 51,348096 — 64,
log o1 = 0,289222 , log ¢ = 1,058464 , log p¢ = 1,802314,
o = 1,73469 | o2 = 0,908790 o = 0,634329 .

La rafz real es
1,73469 ,

y los cuadrados de los médulos de las rafces imaginarias, que llamamos simplemente
* ¥y ¢ son
o = 0,908790 ; 2 = 0,634329 .
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Considerando la suma de todas sus rafces y de sus reciprocas, tenemos dos ecuaciones

a + d = —0,86735

a a’

-+t == 1,28824

4 e
cuyas soluciones llevan a

e = —0,16616, o = —0,70119,

y ademds,

=0,93871, » =0,37770,

de manera que las raices imaginarias son

—0,16616 -+ 0,93871+¢,
—0,70119 == 0,37770 4.

Ejemplo 3. Resolver la ecuacién
26—t 4+ 2240 —322+2224+2+1=0.

Luego de tres transformaciones los cdleculos se realizan logarftmicamente y los resul-
tados se consignan en la tabla:

2 | 1 —1 2 -3 2 1 1
2 |1 —3 2 —3 14 -3 1
2 | 1 5 14 —31 182 —19 1
28 | 1 —3 870 — 1327 31974 —3 1
2¢ | 0 | 04771210 | 2939519 | 3,636187n | 4,504797 | 0,477121n | O
25 | 0 | 3,238207n | 5000305 | 7,5671657 | 9,000583 | 4,805766n | 0
26 | 0 | 6148167 | 11,704236 | 14,419561 n | 18,019162 | 9,310391 0
27 | 0 |11,985100 | 23,409727 | 29,9951157% | 36,038324 * 0
98 | » * 46,819467 * * * *

La particién queda casi completa luego de seis transformaciones y la séptima se re-
quiere golamente para hacer un pequefio ajuste en la tercera columna. Dividiendo el
dltimo ndmero de esta columna por 2, tenemos las siguientes secciones depués de seis
transformaciones:

0 * 23,409733
23,409733 *  36,038324
36,03832¢ * 0

Esto indica la presencia de seis raices imaginarias. Los logaritmos de los cuadrados
de sus médulos son:
log es? = 0,365777 ; log e2? = 0,197321 ; log es? = 1,436901 ,
of = 2,32154, p? = 1,57515, o3 = 0,273464 .

]

Para determinar los argumentos escribimos la ecuacién propuesta en la forma

1 1 2
g2+ ——24+—4+224+——3=0,
z? z? z
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e introducimos
z = p(cos ¢ + 7sen ¢).

Igualando a cero las componentes reales e imaginarias tenemos

1 1 1
<ps+-;)cos3¢+(—;—p?)cos2¢+2<p+—)cos¢—3=0,
e e e

1 1 1
(93—§-)sen3 ¢~(:2~+ pz)sen2 ¢+2<p—?)sen¢ =0,

1

y reemplazando ¢ = cos ¢

1 1 1 1
AT PR R P AL P
, N &% e ¢
1 1 1 1
o3 ¢ ¢ ¢

Sustituyendo aqui ¢ = p1 y reduciendo los coeficientes de la mdxima potencia de ¢
a 1, tenemos

F(t)

I

40

i

8 —0,247490 2 — 0,464659 t — 0,072593 = 0
*—0,422840 t — 0,116748 = 0

v la rafz comtn de estas ecuaciones, determinadas por el método del méximo comdm
divisor es:

t = cos ¢ = — 0,190386

a; = p1co8 ¢ = — 0,290083.

Similarmente, se encuentra para los otros dos pares de raices complejas

a: = 1,08018 , a; = 0,290093.

Finalmente, las componentes imaginarias de estas raices son

1,49579 ; 0,63903 ; 0,43510,

de manera que las seis raices imaginarias pedidas son

— 0,29008 & 1,49579 ¢
1,08018 -+ 0,63903 ¢
— 0,29009 =+ 0,43510 ¢
v su suma resulta ser 1,00002 en lugar de 1, lo que sugiere que solamente la dltima cifra
decimal puede adolecer de algin error.

Para verificar estos nimeros podemos usar el segundo método explicado en la pig. 362.
Con este fin tomamos &k = 1 y transformamos la ecuacién

o — x5 422 —328 + 22 +x+1=0
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mediante la sustitucién y = x — 1; la ecuacién transformada en y serd
w5y + 12+ 15y +10y2 +5y +3 =0.

Luego de cinco pasos los coeficientes de la ecuacién transformada se separan en las
giguientes secciones:
1 — 408929 X 10¢ 832061 X 10
832061 X 108  — 178969 X 1018 314087 X 10%
314087 X 102  — 317600 X 101 185302 X 10t

de donde se deduce que los cuadrados de los médulos de las raices imaginarias son:

3,90171 ; 1,85365 ; 0,414800.

Con la ayuda de la relacién

7’1?—1 7'22—1 +I‘32—1 =4’
p2? g5

1

se encuentra ficilmente que en correspondencia con
o = 2,32154 ;e = 1,57515 02? = 0,273464,

debemos tomar
n? =3,00171 ; r? =041480 ; r? = 1,85365.

De donde

3,32154 — 3,90171

a = 5 = —0,290085 ,
2,57515 — 0,41480

ay = = 1,080175,

2

1,27346 — 1,85365

a; = 2 = —0,290095,

es decir, pricticamente los mismos valores obtenidos por el otro método. Un célculo
m4s preciso lleva a los siguientes valores de las rafces con siete decimales:
— 0,2900809 + 1,4957939 ¢
1,0801744 + 0,6390402 ¢
—0,2900935 = 0,4350983 1

o1’ = 2,3215463
p2? = 1,5751490
ps? = 0,2734647 .

|

[

En esta exposicién nos hemos limitado solamente a las caracteristicas principales del
método de Craeffe, dejando de lado cuestiones como el caleulo de raices con el mismo
.0 casi el mismo médulo, mejoramiento de los valores obtenidos, asi como de la investi-
gacién teérica mds profunda de todo el tema. Para ésto el lector puede consultar el exten-
s0 articulo de A. Ostrowski: Recherches sur la méthode de Graeffe en Acta Mathematica,
wvol. 72, 1940.
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Capitulo I
§6. 1. —3 —4. 2. 3424 3. 54
4. —1. 5. —1+14. 6. 1/2 —1/24.
7.3/2—1/24. 8. 3/2—1/24. 9. —2.
10. —1. 11. — 1. 12. 3/8 4 3/81.
13.2=1;y =2. 14. 1. 15. z = + 1.
§7. 1.1 2. 1. 3. 5.
4. 1. 5. 22+ 1. 6. 222—2z 4+ 1.

7.28—2'+2—1 si z21; v —3422—z+1 siz<l.
1+1, 1—'
8. 0. 9. + ;
\/2
E

1
10. (a)O;l;—E—:I:i 5 ) 0; 4 1; 1.

“

§8 2.1 3. 1; B <1.

§9. 2.15 para z = 2.

1414 3 3+
§10. 1. + e 2.&( +zL). 3.:&—V——.
N2 2
4. + (1 —24). 5. + (6 —74). 6. £ (W2 +i43).
—1+iy3 3 N7
10. 1 +4; 14+ 24, 1. —1 44 3/2+44. 12, = 1; + 4.
144 1—3 ‘
3 oe—tr. 100 M+ (149 + (11—
V2 V2
5—4 1454 1 3
5. ¢ 22, L L0 16.1;———:{:1‘\/ :
V2 V2 2 2
; 1 3 1 3
17.—1';%. 18.ﬂ:1;——d=1\/ ,—:O:i\/ .
2 2’2 2
3+ 3 —
19.:!:1’;:}:\/ B ;:t\/ 4
2 2

368




RESPUESTAS A EJERCICIOS 369

—14i 1xV3 +(—1xv3)i

29, T ; 3
V2 242
22, @axt+z+1; B) 22 +1=0.
§ 12. 1. (@) —60° (B) + 60°% (c) + 120°

2. (@) —90°% (b)) + 90° (o) + 45°

3. + 30°. 4. — 80°.
% . L
§ 13. 1. 4 (cosx + %senx). 2. cos?-{-'zsen-z—.
. — 3= . 3=
3. 6(cos3/2 x -+ ¢ sen 3/2 ). 4. \/2 cos e +zsenT .
5. cos 300° + ¢ sen 300°. 6. cos 120° + % sen 120°.

7. 2 (cos 330° + < sen 330°).

.2 \/—2_ (cos 255° + © sen 255°).
9. r =5; ¢ = 261°52'12".

10. r = \5; ¢ = 153°26' 6"

[« ]

@ o R a .
11. 2 cos —{cos — +isen—] 81 —x<a <
2 2 2

12.2cosa_a(cosa+6+isena+6) si cosm;{3 >0 vy

2 2 2
—--2(30:3‘1—(3 cos —;c+m+(5 + 7 sen t+a+6 sicosa_a<0.
2 2 2 2
[ nw . nw ki nw . nw
§ 14. 1. 2® |{cos— + isen——|. 2. 82 {co8 — —igen——|.
6 6 12 12

w»

nw . n=
. CO8 T——nd))-f—zsen -—2——-n¢ .

( e—qb)”[ n®+¢) . n(e+¢)}
4. 2" | sen cos — 1 sen — .
2 2 2
2"+2cos%1£— 2”—2008-(1-1)’:—
6 (@) ———— 5 ® 5
2"__2008___(1&—1)1:
(0 3

9. (a) cos3 ¢ =4 cos® ¢ —Bcos ¢; sen3 ¢ = 3sen ¢ — 4sen’ ¢;
(b) cosd ¢ = 16 cos® ¢ — 20 cos® ¢ + 5 cos ¢;
sen 5 ¢ = 16 sen’® ¢ — 20 sen® ¢ + 5sen .
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§ 2.

§ 3.

§ 5.

10.

. cos 15° =

« (cos15° + ¢ sen 15°)% =

TEORIA DE ECUACIONES

sen 4 ¢
(c) cos4 ¢ =8cos* ¢ —8cost ¢+ 1; —-——T = 4 sen ¢ — 8 sen? ¢.
cos

(a) 16sen® ¢ = 10sen ¢ — 5sen3 ¢ + sen 5 ¢.
(b) 8sen*¢p =3 —4cos2 ¢ + cos4 ¢.

.z = 2 [cos (67° 30" 4 90° k) 4+ 4 sen (67° 30’ +90°k)];k =0; 1; 2; 3.
.z =42 [cos (11° 15’ + 90°k) + i sen (11° 15’ + 90°K)]; k = 0; 1; 2; 3.

3
z = —2 [sen (120°k) + 4 cos (120° k) |; & = 0; = 1.

6
z =2 [cos (120° k — 15°) + i sen (120°k — 15°)]; & = 0; = 1.

. % = cos(30° 4 90° k) + ¢sen (30° + 90°k); k = 0; 1; 2; 3.
. x = cos (40° 4 120° k) + i sen (40° 4+ 120°k); & = 0; 1; 2.

3
z = V2 [cos (30° 4 60° k) + isen (30° + 60°K)]; k = 0; 1; 2; 3; 4; 5.

4
.z = Y2 [cos (60° k —2°30") + isen (60°k —2°30"]; k = 0; 1; 2; 3; 4; 5.

; sen 15° =

V6 +v2 Ve—v2
4 4

(\/6 +4/2 _VF—\/?)"
+ H
4 4
k==%1; £5; £7; £1L

Capitulo 1I

x84 28 2t + 22 4 1. 2. 22" — 320 — 92 —2* + 528 —3x2—z + 1.
. 28— 26 28 + 21 24 + 20 22 4 4.

4. 328 —227" —1925 4+ 1125 —72* —3 2 + 822 —2z + 1.

1. 22 + 3z 4 1. 2. rt—z 4+ 1.
3. 2* —2? — 2, cociente; 8 z + 1, resto.

4. 83—+ ¥ —zt + 22—z + 1. 5.7z 47z
1. ¢ =228 —102* + 272 — 59; r = 119.

2. g=—2"+4x*+8zx+24; r = 72.

3. ¢ =622—28=zx + 1,64; r = 4,968.

4. ¢ =522+ 6,5z 4 11,25; r = 32,75.

5. g =1/32% + 1/92> — 11/27 z + 22/81; r = 37/81.

6, g =52°—52*—zx*+zx*—2x+1; r =0.
7.¢=14+2z4+322+ ... +(n—1z"2% r=0.

. 2,359375. 9. 1,7318.



§ 6.

§7.

§ 8.

§ 1.

§ 3.

bt

. Rafces: 3/2; —3; 1 +V2; 1—V2. 7.
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. 5(::——1)+10(x—1)’+10(z—1)3+5(x-—1)‘+(x—l)‘.
. 5—15($+1)+9($+1)2+4(I+1)’—5(-'¢+1)‘+(I+1)'.
. ——-317+927(x+2)—1120(a:+2)2+72O(z+2)3——-260 =+ 2+

+ 50 (z +2)" — 4 (z + 2)8.

. 3(z—0,3)4 + 9,6 & —0,3)* + 8,02 (z —0,3)* + 2,544 (x —0,3) —0,7237.
. 5; 15; 24; 12;— 24. 2. —13; 1; —18; 78; — 240; 240.
. —67; 81; —62; 24. 4, 247/192; — 1; 31/12; —6; 6.
.o+ 1. 2. (z + 1) 3.222—2z+1.
T 5 2t —zx—1.

Capitulo III

Lzt —322+ 2z =0. 2. z3—3x>+4z—2=0.
L i—223+322—224+2=0.

1 545 a+\a —4a
.Ra.ices:—;———\/;. S‘Raices:a+1;—\—/——.
2 10 2

»—z

6

2zt —523—22+ 15z
— 0 . 9. Rafces: —1; 2; 1 4 21.

. Rafces: i;'\/-g; —~\/§_; 1+ <.

. —1/108 (z2 — 1) (z — 2)? (z + 3)*. 2. —1/108 22 (z — 1)% (& + 1)

-@—DG+%+ﬂﬁq(+L_/W)

2

e+ D(e—1) @ +9) @)
. Factores: z +1; z —1; :c+———:l:z\/23 —%ii—-\é?—.
Factores (x:!: 1+¢ ( =+ 1—v
. : — H xz — .
V2 ) 'E )
.(x+i)(z+ V3 —i )(x_ \3 +i )
2 2
A = AR LN TS
. g_Yo T Ve
V2 4 4
BT
? 4 -
1 43 1 \3 1 .3 1 .43
(”‘“T}( +'2“’T)(z"3+ 2 )(""'2‘—‘ 2 )
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S CEEAT AR S VA

1

(=]

2 2

11. Ocho factores:

x+‘/6:_\l2 iivﬁz‘/?;x%—‘/ﬁz\h ii‘/ﬁjﬁ;

z

N+ VE L Ne—VZ VE—v2  Ve+vE
4 4 4 4

1222+ V3+V8) (z—V3 + V8) @+ V3=48) ¢ —V3—V3).

13. (z —1)) z + D (z + 2). 14. 2(z — 1 (z + 1) (z + 1/2).
1 V3\? 1 4/3\?
15.7x(x+1)(x+?+1 5 ) <z+—2-—z 5 )
y )2 m 1 — x7)zm 2
20. 1+ zi)m + (1 —20) = L
2 bt T ta 3z
& 4m € m
72
1—
I L
& 4m
(1+:E'i) "'“"1+(1——x'i)2"‘+1 _ ) 2 ; 22
2 B et T a2 3=
S dmt2 & am 2
xZ
11— 1\
to? 2m—1)=x
4m + 2
3 4 1LL(224+22+2)(@>—22+2). 2. (@ +z+ 1) (@2 —z + 1)

3. (@ +zV3+ 1D @ —z3 +1).

4 G—DE+D@+z+1) @ —z+ 1)

5. @+ 1) @4+zV3+1) @—z\3 +1).

6. <x2+1——f—2j5—x+1) <x2+]——2—\/-§—1:+1).
7. Rafces: —1; —1; 2 +34; 2 —3 4.

8. —1; 144144 1—4; 1 —4.

9. Rafces; 1; 2; 2; 4; —1; —1.

10. 1; 2; ¢; —1¢; —1; —?—{-i
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11. Rafces: —2; 3; '\/2 +1; \}2—12; —\/?+i; ——\I?—i.
1+tV35 14 v 31
12. Rafces: ——2;——5—-— . 14. Rafces: = \IE; —
1+iy8 —1xiV15
15. Raices: ‘ \/ ; .
3 4
—1 x4iVT
1. —1; 2”/ . 2. —3;3; 1/2. 3. —3; —2; 1/3.
4. 2; —1/2; —1. 5. 9; 4; —6. 6.2, —4; —17.
1+43
7. 2/3; 4/3; 2. 8. 2/3; 2; 6. 9. 2; ——2—-—; k=2
10. —23/3; 2/3; 9; k = — 613/9. 1. ¢ = rp%
1+v5s 1xV7
12. 4% + 27¢* = 0. 14. v ; V7
2 2
15. 1; 1/2; +45. 16. 3; 2; 1 % 1.
— 1xiv3 17
17.—1:&\/2;————\5. 18.—3;—3;—1—-
2 2
19. 1/3; 2/3; — 1 % 1. 20. —2; —1/2; 1; 5/2.

2. 1/2; 1; 2; 4; k = 35.

23. (@) 7; 39; (b) 1; 5.

22. (a) 4; (&) 2.

2. X1=Z+3; X2=13'—'3.
4. X1=2+3; Xo=z—4.

6. X1 =422 +4z+3;X:=2z—1.

10.X1 =2$€z+1; Xz =x—-3.

1. X1 =2—38; Xo =z —2.
3. X1 =z2+38; Xo=2—2.
5.X1=x——2;.——;Xz=x+-—1:.

V3 V3
7. X1 =c—2(z+4); Xo=z—1,
8. X1 =2'— 2z +3; Xo =z —2.
9, X, =2+2z—3; X =2z2—3.
1. X1 =1, Xo=2z+4+1; Xs=2—1.
12.X,=20—5z+6; Xo=1;, Xs =z + 1.
13 X1=z2—2; Xo=2+1; Xa=2z—1

14. X1 = 1; X2 =I—2; X3 = $B+2
15. X,
16. X,

=1, X:=3z—2; X; =z + 4.
=1 X;=2t+1; Xs=z—1.

17. X, =2—2; X =22+3z+2; Xy =z—1.
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Capitulo IV

§2. 1.—2;7 2. —2; 8. 3. —1; 4,
4. —2; 4. 5. —2; 2. 6. —10; 3.
7. —2; 7. 8. —3; 3. 9. —2; 5.
10. —1: 3.

§3. 1.5 2. 3. 3. 6.
4. 2.

§4. 1.2;5;, —5. 2. 6. 3. —6.
4. —4; 4. 5. —3; 2. 6. —8.
7. —3; 2; 4. 8. —2; 3; 5. 9. 2; 5.

10. 1 (doble); — 2 (doble).

§5. 1.2/3 2. —5. 3. 2/3.
4. —3; 1/2; 3/5. 5. No tiene raices racio- 6. No tiene raices racio-
nales. nales.
7. —2/3; 2. 8. —2; 1; 1/2 (doble). 9. 2.
10. 1; 1/2; —2/3. 11. 2/3; —3/2. 12. —2; 1/2,

14. (a) 2; 3; — 1 (triple). (b) 1/3; 4 y — ¢ (dobles).

Capitulo V
33 3 3 3 _ 3__
§3. 1.y2++4. 2. V2 +24/4. 3. V9 —4/3.
3 3 3. 8 __
4. V18 —12. 5. 124 —+2.
3__ 3_
6 3i/5+\/‘2? 1/5~\/§ , 2+Vs2—42
) 4 4 ' ) 3
3 3H
8. —2+\V4+416. 9. —2. 10. —5.
3____ 3__ 3 3__
11. 5 +4/20 —/50. 120 —1/242V2—4/4. 13, —1,769209.
14. 0,5960716. 15. ——4,3553013. 16. 0,0960717.
21. 4,847322 cm. 22. 7,910170 cm. 23. 1,2256 cm.
§ 5. 1. —0,53200. 2. —2,53200. 3. 1,24698.
0,65270. 0,87939. — 1,80194.

2,87939. —-1,34730. — 0,44504.



§ 6.

§ 5.

4.

7.

10.

11

12.
13.

1

10.

12.

14.

15.

10.

. —3; —1; —1/2; 2. 5. —lxV2;1&i

. 2; —8; —1 x1. 8. 1; —3;
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— 2,60168. _ 5. —3, 6. —2,65109.
2,26181. — 2,61803. 0,27389.
0,33988. — 0,38197. 1,37720.

— 3,33006. 8. — 3,86080.

— 0,79836. — 2,25411.

1,12842. 0,11491.

. La distancia del plano a la base es 0,34730 del radio.

Las distancias de los planos a la base son 0,22607 y 0,48170 del radio, res-
pectivamente.

6,5270 cm.
2,87939; — 1,87939; 1,53209; — 0,53209; 0,65270; 0,34730.
1,61803; — 0,61803; 1,19718; — 0,19718; 0,5 = 1,90965 1.

—1;8 —1xV2. 2 =%} 11\/’5. 3. —1xv3; ———1:&2\5.

2
6 145 —1xiV3
) 2 2

—3x17 o, L £iV3 17

?

2 2 2
1xi415  —1xiV7 w Ly —1+iy7
2 ! 2 ’ R 2 ’
— 141 _1?
—1£iy2; _—Q/—
2
2x 1+45 30—6V5 4x 1—v5 \30+6v5
2cos—1‘-= +‘/ +\/ v5;2cos—1= ‘/ + +6V5 ,
15 4 4 15 4 4
L 1+vV5 V30—6V35 5 00s 107 1—45 V30+6v5
— ; s———= — v
15 4 4 15 4 4
—3+ 15 5—1 —3—\5 B+ 1
L m3HNE VL v i1/~_5_+__
2 2 2 2
Capitulo VI
. (—4; —3).
. (3; 6); (6;8); (8;10); (— =;3) si x> —1; (10; + o)sia<—1.

(= oy —1/2); (—1/2;1/3); (2/3;3/2); (3/2; + =)

(—38; —2); (—2;—1); (—1;0); 05+ =)
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§7. 1.

N W
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(—2;,—1); (—1;1). 2. (—2; —1); (—1;0); una raiz doble.

(=2, —1); (1;2). 4. (—1;0); (4;5).

. (—1;0). 6. (0;1).
. {0; 1); (1;2). 8. (—4;—3); 0;1); (2;3).
- (0;1); (3;6).  10. (0;1); (1;2). 11. 4 = 108. 12. 4 = 27.

§ 10. 1.

4

Una rafz positiva, una negativa y cuatro imaginarias.

- Una rafz positiva, una negativa y dos imaginarias.

. Una rafz positiva y cuatro imaginarias.

Una raiz positiva y cuatro imaginarias.

. Todas las rafces imaginarias. 6. Una rafz positiva ¥y cuatro imaginarias.

7. Todas las rafces imaginarias. 8. Una rafz positiva, las demds imaginarias.

§11. 1.

2
4
5.
6

Una rafz en (0; 1); una raiz en (4;5).

. Una rafz en (0; 1); una rafz en (1;2). 3. Ninguna rafz en (4;5).

. Ninguna rafz en (1;2); ninguna raiz en (2;3).

Una rafz en (—3; —1); una rafz en (0;1).

. Una rafz en (0;1); dos rafces en (—1;0).

§ 12. Raices en los intervalos:

1.
. (—18; —17); (16/5;29/9); (29/9; 13/4).

- - B - N | B S

(0; 1). 2. (—=1;0). 3. (—1;0); (4;41/2); (41/s; 5).

. (0;1); (3;4); dos imaginarias.

. (0;1); (2;3); dos imaginarias. 7. Cuatro imaginarias.

. (—7; —86); —1; dos imaginarias.

« (—8;—4); (—2; —1); (—1;0); (0; 1).

10.

11.

13.

14.

15.

16.

17.

19.

20.

(—7; —6); (—3; —2); (—1;0); (0; 1.

(—1; 0); cuatro imaginarias. 12. (1; 2); cuatro imaginarias.
(—3; —2); cuatro imaginarias.

(—2; —1); (0; 1); (2; 3); dos imaginarias.

(—3; —2); (1; 2); cuatro imaginarias.

(—2; —1); (1; 2); cuatro imaginarias.

Seis imaginarias. 18. Seis imaginarias.
(—1;0); (0; 1); (1;2); cuatro imaginarias.

(—1; 0); (0; 1/2); (1/2; 1); cuatro imaginarias.



§ 4

21.
22.

1.

10.

11.

12,

13.

14.

15.
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(— 1; 0); (0; 1); seis imaginarias.
(1; 2); (2; 3); seis imaginarias.
Capitulo VII

V=a3—8zx+1; Vi=at—1;, Va=2z—1; Vi=+41; (—2;—1);
0; 1); (1:;2).

V=234+6224+10z—1; Vi=32"4+122+4+10; V. = 4z + 23;

Vi=—1; (0;1).

V=23—4z+2;, Vi=8322—4; Vo=42—3; Vs = +1; (—3; —2);

(0; 1); (;2).

V=2"—622+824+40; Vi=322—12z+8; Vo=2—17; V; = —1;

(—2;—1).

V=422 —2z2—1; Vi=8224+22—2; Vo.=2z2+1; Vi =1;

(—2;,—1); (—10); (1;2).

V=2 —422—42+420; V; =322—8z—4; V.= 14z —41;

Vi=+1; (—38; —2); (2;3); (3;4).

V=62—24224+4222—322+11; Vi =623 — 1822+ 212 —8§;

Vs = —a* + o — 1. Todas las rafces imaginarias.

.V =162 —322>4882>—82 +17; Vi =823 —122? + 222 — 1;

V: = —22?—z — 1. Todas las rafces imaginarias.

.V =2t—422+1022—82+4+3; Vi=2—322+52—2;

V. = —22*+ z — 1. Todas las raices imaginarias.
Ve=at—43+1222—122+5; Vi =2*—32* + 62 —3;

Vs = — 32 + 83z — 2. Todas las rafces imaginarias.
V=st—4r4+22+62+2;, Vi=222—622+2z+3;
Vi=522—102—7; Vsi=2—1; Vi =+ 1; (—1; —1/2); (—1/2;0);
(2; 5/2); (5/2;3).

V=at—dztt2?—1; Vi=22—622+2, Vo=52>—2 +2;
(—1;0); 3;4).

V=gtdt+sd4+z—1;Vi=42+3224+1; Vo=32"—122 +17;
(—2; —1); (©0; 1).

V=xt+4+222—42+10; Vi=224+2—1; Vo= —2t 4+ 32— 10.
Todas las rafces imaginarias.

V=x—5204102*—522+1;, Vi=2'—422+62*— 2z,
Vi=—3z+2z—1; (—1;0).
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V=g +5z0—2022—102+2; V=2 +42"—8z—2;
Vi=ad+32—1; Va=322+Tz+1; Vi=17Tz+11; Vs = + 1;

(—4; —3); (—3; —2); (—1;0); (0; 1); (1;2).

V=xt—~22zt4+22—82+6; Vi =5z —8z3432>—8§;
Vo=32"—322+80z—67; Vi=1622—232+9; (—2;—1); (0;1);

(2; 3).

V=26 —6254+ 1522 —202% + 3022 — 24 = 4 14;

Vi=ab—5z+1022— 102>+ 10z —4; Vo = —2?+2z— 1.
Todas las raices imaginarias.
V=xt—62°+162t—2428 + 2222 — 122 + 4;
Vi=3825—152* + 3228 — 362+ 222 —6;

V,=—zxt+ 425 —822+ 8x—6. Todas las raices imaginarias.

V =5x6—302% 4+ 752 —90 23 + 6022 — 18z — 2;

Vi=5zl—25z" + 502> —452* + 202 —3;

Vo= —at+at—z+4+1=—(c— 1)+ 1); (—1;0) y rafz 1.

V=1—-3z+z5 V.=
V=1—8z24+a V=

—2+41x; Vo= + 1, para z > 0.
2 —z, para z < 0.

Ve=—14z2—4z34+245 Vi=1—6z+22% V., =190 —67z;
Vs =+ 1, para z > 0.

V=1+z—423+2z4 V)
V=—14+z+z+24 V)
V=—1+2+2+24 V1
Vy=—4—3z; Vi¢=—1, para 2 < 0.

—14+6z—22z para z < 0.

14322+ 42z para = > 0.
143z +42% Vo= —3—2z+32%

Ve—14+2242t+25V=6+4z+527 para z >0 v z <O.

4p°+ 27 <0.

. ~—0,37213778.

6.

27. p5—q* > 0.

Capitulo VIII

1,164247.

. 1,912, 2. 2,6207. 3. 4. 2,1147.
. 2,511, 6. 4,264. 7. —1,663. 8. 1,532; 0,347.
. 1,493; 0,250 10. £ = 1,345; y = —0,809; z = — 1,711; y = — 1,926.
z=1;,y=2;z=—1771; y = 1,365.
14,7. 13. 47,46. 14. 122,9.
123,4. 16. 43,98 cm. 17. 21,47 cm.
73,4 cm. 19. (a) 179 cm; (b) 21,5 cm. 20. 1,347 veces el radio.
1,442249. 2. 1,357208. 3.1,324717. 4. — 0,644513.

7. 3,4147412.
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8.  1,36523001. 9. —3,04891734. 10. 0,250992.

11.  1,688697. 12.  1,90786326. 13. 2,31725562.
14. —1,117535. 15. 0,295865; 1,449080.

16.  0,568396; 2,378596. 17. —1,734691.
18.  0,228467; 3,232396; — 0,197445.

1. 7,062569 4-. 2. 2,57455046 +-. 3. 0,009477370187 +.
4. 57,29577957. 5. 1,47817455 4. 6. 58,86620452 +.
7. 0,17728226 +. 8. 0,64359442 .

1. Error negativo y en valor absoluto < 3 X 1078; z = 1,5320888 +.
2. Error absoluto < 8 X 1078; z = 1,35689195.

3. Error negativo y en valor absoluto < 1071; z = —0,372137785.
4. Error negativo y en valor absoluto < 1,2 X 10719; 2 = 1,49335 9197 +.
5. Error negativo y en valor absoluto < 10719; z = 1,907853262 .
6. Error negativo y en valor absoluto < 3,6 X 107%; z = 1,734691345692 +.
3. 1,7693. 4. 3,3876. 5. 3,1038. 6. 4,3311.
7. 4,2644. 8. 0,16744. 9. 0,33765. 10. 0,20097.
11. 0,9216. 12.  0,099115.  13. 1,49336. 14. 4,06443.
15. 4,33106. 16. 0,055567.  17. 0,052167. 18. 0,35173.
19. 0,56714. 20. —0,86287. 21. 3,59728. 22. 0,92042.
23. 0,51097. 24.  0,73908. 25. 0,32470. 26. 4,49341.
27. 0,86033.

1. 1,53209 2. 1,16425. 3. 1,69202.

0,34730. —1,77287. 1,35690.
—1,87939. — 3,39138. — 3,04892.
4. 0,25099. 5.  0,309906. 6. 2,309881.
1,49336.

7.  1,338483. 8.  0,73908. 9.  4,55553.

10. 217°12'0,5". 11. 108° 36’ 14". 12, 149° 16’ 27".
13. 1,265 del radio. 14. 0,804744.

Capitulo IX
1. z = 25/4; y = — 55/4. 2.z = 52/47; y = T1/47.
3.z =—3/5 y =—1. 4.z =5,y =—28.
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= 1/a; y=0. 6. z = (a+ b2 y = (a—b
z=25;y=—35. 8.2=1;,y =1/2.
. (@) 3; (b) 5; (¢) 5; (@) 6. 2. (a) y (d) homogéneos.

. No existe tal polinomio.

. (@) ~3; ) —18. 12. (a) — 187; (b) 470.

. (@) 19; (b) 16; (¢) 13. 2. (a) par; (b) par; (c) impar.

. 0. 2. 0. 3.0 4. 0. 5. 0. 6. 0.
2. 2, 1. 3. 1. 4. —15.

. 0. 6. 160. 7. 18. 8. —5.
—15. 10. 0. 1. 2(a4+b+¢)(a—b) (b—c).
— 2 abe. 13. 4 abe. 14. — 2 (a3 -+ b3).

(c—a) (c~b) (b—a).
(@a—bd@a—c)lea—d)b—0c)(d—d) (d—o).
(c—a)(c—b)(b—a)(@a+b+o.
(¢ —a) (c—b) (b —a) (ab + ac + bc).
(¢ —a) (¢ —b) (b —a) (ab + ac + be).
(c—a) (c—b) (b—a)(a® + b2 + c* + ab + ac + be).
(@—b@a—c)b—0c)(@+b+c)(a+ b+ ¢).
2c—a)(c—b)(b—a)z—2) (2 —y) (y —2).
4@a+c)(a+d)®+c). 24. 2.abc (a + b + ¢)*.
a(b—a)(c—b)(d—oc).
at+bte+dle+c—b—d(a+b—c—d)(@+d—b—e).
(z—a) (z— @) (x —as) (z — ay).
(7 = 1) (@2 —1) (@ — 1) (e —1).
bed. 30. abed (1+l+—1-+—1—-+i).
a b ¢ d

(z+n—1) (@—D™L 32. ¢ (x) —z ¢ (2);

¢ =(a1—z) (a2—2z) ... (a, —2).

c—a)c—bdb—a)d—a)d—bd—c)(@a+b+c+d.

e—a)(c—b)(db—a)(d—a)(d—1b) (d—c) [a® + b2+’ + d*+ab +ac +
+ ad + be + bd + cd).
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Capitulo X
l.z=1,y=0;z=1. 2.z=a—1;y=1;,2z2=0.
Jox=t=1,y=2=—1,
4.2 =—1/5; y = 2/5; 2 = —24/5; t = — 3/5.
5,.2=—2;y=—1,2=1;t=2.
6. m=a+d;:’;2= c—d;z3= b—c;x":a—b.

2 2 2 2

7.3 =35 =3/5; 2y =24 = —2f5. 8 ;i =T; Xy =2 =z4=—1.
. ==z =x4=x5 = L. 0. s=n=0=—1;2s=2; 2, =0,
1. p = 2. 2. p=2. 3.p=3. 4. o =2.
5. fi =3fi—2f.. 6. fa = —fi—fo
7. fsa=—3H+2f; fi=—f 8. fa=—2fi+fo; fa=—32+1R2f.
1. Incompatible. 2.2=—32—4;y=22+3.
Joz=1;z=—1;t=—uy.
4. z2=—38/2+3z4+t,y=1—22
5.z2=2+4ty=—2¢tz=1. 6. Incompatible.

Capitulo XI
1. 22222 + 2 2 2y 22 23, 2. 2222+ 6 2 21 22 25,
3. Ttz — 62 21 20 %3, 4. 22z’ + 22z’ 2o 2.
5. 324 —23Z 23z + 32z 2%
6. T2tz — 2220222 + 2D 0P 2?2 — 6 2 21222 a2 — 2 T 3 ot
7. 222222 + 6 Z 21 22 23 T 8. Tzl xs? + T 2% 22 75 T
9. 3222 — 22 21 2.
10 382t —43 a2+ 2202 + 42 22202 — 24 Z 21 22 73 T4
1. 80=3; 8 =0; 82 =6; 83 = —8; 8¢ = 18; 8 = — 15; 85 = 57.
2. 80 =3; 81 =3; s2 =5;8; =12; 84 = 20.
3.80=4; 51 =0; 82 =0; 85 = 12; 8, = 4.
4. 5.2 =13; 83 = —19. 5.8.1=0; 8.=—2; 8.3=3; s_4=2.
6. 8, =0; s, = —1; 85 =3/2. 7. 228 —5zxz—4 =0.
8. 1224 —42—3 =0. 9, 2?— 1822+ 81x—81 =0.
10 25—zt + 28 —2*+z2—1 =0. 11. 22 —32246z 4+ 6 = 0.

RESPUESTAS A EJERCICIOS 881
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5zt 4422 —8 = 0. 14. (a) 1,6170 (1,618034).

(b) 6,372281318 (6,372281323).
0,3247181 (0,3247179). 17. »—3 y—1 =09,
¥ — 18y + 81y —8l = 0. 20, y* — 4292 + 441y —49 = 0.
(@) 1; () 1/3.

Jife—3f.. 2. fr—6ffa+ 912 3. f1fs. 4. 2 —2f0fs +2fs.

1. 3 p3s — p1pe. 2. p?—2p1ps +2pa
3. pPpe—p1ps — 2P + 4
4. 2p2ps — 1Pt + P2 — 5 p1ps + 5 ps.
5. p1ps— 4 pa. 6. 3p1pi—pP2ps —5ps.
7. Tp1ps + 4 p2ps— 3 ps —3p1? ps + p1p2ps — 12 po
8. pops—4pips + 9 ps. 9. 9 p;s — p1 pa.
10. 2 p22 — 2 pi p2s — 4 pu. 11. 4 ps + p1ps — 4 P2 ps — ps? + P Pue
12, 3 —3y*—6y + 17 = 0. 13. y» — 12y + 45y —53 = 0.
14. P —qy* 4+ pry—r>=0. 15. » —9y2+26y —23 = 0.
16. () 3,24698; 1,55495; (b) — 3,04727 X 1,13594 <.
19. —3. 20. 3. 21. 39. 22. —219/104.
23. 9. 24. 12. 25. 4. 26. 0.
Capitulo XII
1l.z=10;1; —1. 2283y +10y—1=0y+Dz=y—1.

y=0;1;1; —1.

3. By +4y—1D (@ +4y—3) =0z1+y =1—y.
4.2 =0; —2; 5. (y—1) (25y* — 45 y2 — 171 y + 243) = 0.
y =0; 2. Ty—Nzx=5y—7y.
6. (y—1) (3 +18y2 4+ 100y —100) =0; By —10)z +y*+ 6y =0.
7.2 =—1;y=—1
8.2z =0;1; ——1+—i—' ——1—;—-
Y vz \E
y=1;0; —1——i:; —1 +L_.
V2 V2
9. 25 —2xt —22 4222+ —1=0.

10.

2 +3x2—24z4+1=0. 11. (a) 1; (b) y2 —y.
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§3 t.rz=0—2 2z=0—4 —5 3.z =0;0;0;1;1; —1; —1;2; —2.
y=0; 1. y=2;2; 3. y=1;—1;38;0; 2;0; 2; 1; 1.
4. (a) y = x; x arbitrario; (b)) z = 1; 2.
y=—2; —1.
5. No tiene solucién. 6. z =0; 2; 1; 42/25.
y =0; —1; 2; 63/25.

. T _. T — . " — —- 3
7 s 1; 0 1+1\/3; 1 1\/3; 3-21\/3; 341\/_.

4
—34iV3 —3—iy8 14+iV3  1—iy3
y=0; 1; 4 3 4 ’ 4 ’ 4 :

8. y*+9y2+54=0; ( +y+6z+2y+6=0
9,28y +713y* — 100y =0; (119> + 55y +5)z = 1432 —32y + 5.
10, A = 10; p = —5.
§6. 1.1x24 2. — 0,884646 + 0,580743 1.
3. —1,047276 = 1,1350404. 4. 1 +4; —1 £52.
5. +14; 1£24 7. 0,72714 & 0,43001 4; — 0,72714 & 0,93409 ¢
8. 0,304877 = 0,754528 4.
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