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 :متتالياتـال-1
، وهةةد قةةةةا جةةك أعةة  حةة   ةة ل  ةة ي     هةةد لالةةا( أو المتتاليةةا)المتتاليةةا الائاةيةةا  :متتاليةـالــتعريــ  ( 1 -1

المتتاليا بأحة   نح ل، نستطيع أن        و     يساوي أو الأحبر الص ي  الع ل  إذا نضع .   أحبر أو يساوي
 :الطرق التاليا 

                       

                  

             

           
  

         
  

 :أمثلة

 :لح  النوني لمتتاليات العبارات النونيا التاليا تمث  ا

                                  

                   
 

 
          

 

 
 

 

  

                    
 

   
 

           
                  

 
  

         
              

       لةتنك المتتاليةا  :متتالية ـهاية الــنـ تعري (2 -1
أو نةةو  ننتيةد )   الحةيةةد للعة ل جتةاربةا أئةا نةةو   

ε  إذا حةةان جةةك أعةة  حةة (   إلى  حلمةةا حةةان            حيةةي ينةةون    ، يوعةة  العةة ل الصةة ي  الموعةة    
 :وننت       

   
   

                 أو      

    
   

                               

 .، نةو  أئا جتبا  ة      إذا حانت المتتاليا ليست جتةاربا للع ل
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  :ات خاصة بالنهاياتنظري(3 -1
       ،   ل حةيةد   نعتبر

        و  
  :ينونو جتتاليات لهما ئايا   

     
   

 
  

  
  

   
   

  

   
   

  
      

   
          

   
   

     
   

          
   

   
 

 
     

   
         

            
   

      
   

   

     
   

     
   
   

   
     

   
        

            
   

      
   

   
                       
         

   
        

   
           

   
  

   

     
   

                

            
   

       
   

    

 :الرتيبة المتتاليات(2
        لتنك :اتتعريف (1 -2

 .جتتاليا    

        إذا نةو   ك 
 :أئا  

 .      جك أع  ح           : جتزاي ة تماجا إذا حان : 1حالة 
 .     جك أع  ح           : جتناقصا تماجا إذا حان  :2حالة 

 .    جك أع  ح            : جتزاي ة إذا حان      : 3حالة 
 .    جك أع  ح           :  جتناقصا إذا حان      :4حالة 

 .     ثوابت حةيةيا  جك أع  ح        حيي        :     ق ولة إذا حان : 5حالة 

       رنيبا إذا حانت  :6حالة 
 .جتزاي ة تماجا أو جتناقصا تماجا أو جتزاي ة أو جتناقصا    

 .ح  جتتاليا رنيبا ننون جتةاربا لع ل حةيةد إذا حانت ق ولة

εإذا حةان جةةك أعة  حةة   :كوشــ  متتاليــة تعريـ (2 -2                  حيةي ينةةون   يوعة      
 .       و         حلما حان 

  جتتاليا حوشد    
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 . ح  جتتاليا جتةاربا إذا حانت جتتاليا حوشد  :و التقارب كوش  متتالية(3 -2

 

 

 

 

  :ات ف  المتتاليات الرتيبةنظري(4 -2

 
        نعتبر

         ننةون   .     لالا قابلا لاشتةاق جعرفا جك أع  حة   ة ل حةيةةد  جتتاليا حيي    
  

 :جتتاليا 

(a)    جك أع  ح           :جتزاي ة تماجا إذا حان     . 
(b)   جك أع  ح           : جتناقصا تماجا إذا حان    . 

(c)         جك أع  ح           : جتزاي ة إذا حان    . 
(d)        جك أع  ح           : جتناقصا إذا حان    . 

 

 

 

 

 

                        

 (1789-1857), mathématicien 

français.  

 محور الأعداد الطبيعية

 محور الحدود
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 :هائيةـالسلاسل اللان(3
 :منتهية ـالسلسلة ال تعري (1 -3

       لتنك 
 : نستنتج سلسلا الح ول المنتييا الع ل. جتتاليا   

        

             

                 

 
 
 
 

                          

 

   

 

       المتتاليا جك  ح   نسمد مجموع 
   ، وهذه السلسلا ننون ب لالا    بالسلسلا المنتييا  

 :أمثلة

                    

 

   

           
      

 
  

                    

 

   

                       

 :هائية ـالسلسلة اللان تعري (2 -3

   :         مجموع جالائايا جك الح ول ننت   نستطيع أن . جك أع  ح    ل طبيعد

      
   

      
   

    

 

   

     

 

   

                 

 :   أو اختصارا السلسلا  السلسلا الائاةيا  نسمد 

     هو مجموع السلسلا  ونةو  أن 
 
 .  أو أن السلسلا نتةارب إلى  ،   

 .في حالا سلسلا لا ننتيد إلى   ل نةو  أئا جتبا  ة 
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     .  لسلسلا لنسمى الح  النوني     العبارة النونيا

 :السلسلة الهندسية اللانـهائية ( 3 -3

 : والسلسلا الهن سيا  التاليا.       أ  ال حةيةيا و   و   نعتبر 

               

 

   

 
 

   
 

 .فإن السلسلا  نتبا         فإن السلسلا نتةارب ، و إذا حان        إذا حان

 : التقارب المطلق و الشرط ( 4 -3
                                           

 .سلسلا جتةاربا جطلةا      السلسلا  نتةارب نةو  أن       إذا حانت 

 .سلسلا نةاربيا جطلةا      ونسمى 

نسمى سلسلا نةاربيا و سلسلا جتةاربا شرطيا      نتةارب ،نةو        نتبا   لنك السلسلا        إذا حانت
 .شرطيا

 :التقارب المطلق و تقارب السلسلة(5 -3

 .ح  سلسلا جتةاربا جطلةا فيد جتةاربا

 :اختبار التقارب (6 -3

    إذا حانت 
 
 .                أن نستنتج      جتةاربا     

    السلسلا     نستنتج أن                و إذا حان 
 
 .جتبا  ة     

 :البرهان

                                          

 

   

     

   

   

 



6 
 

   
   

       
   

    

 

   

    
   

    

   

   

     

 

   

     

 

   

   

 :أمثلة

      

 

   

       

 

   

    
   

       
   

                

 

   

 جتبا  ة   

      

 

   

  
 

   

 

   

    
   

       
   

 

   
          

 

   

 جتبا  ة   

      

 

   

  
 

 

 

   

        
   

       
   

 

 
    

      لا يمنك أن نستنتج                          

 

   

 جتةاربا  

 :المقارنة بتكامل معيار (7 -3
                                           

 حيي       المعرفا و المستمرة والمتناقصا  لى المجا    التنك ال ال

 ،     جك أع  ح           و          

            :تبا  ان جعاجتةاربان جعا و جالعبارنين نون ن
            و      
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 :البرهان

     

 

   

         

 

 

      

   

   

 

   
   

      

 

   

        
   

       

 

 

    
   

      

   

   

  

     

 

   

       
   

       

 

 

      

 

   

 

      

 

   

      

 

   

      

 

   

       
   

       

 

 

  

 :مثال

    

 

   

  
 

 

 

   

               
 

 
  

        
 

 
                

  

  
               

      
   

       

 

 

    
   

 
 

 
  

 

 

    
   

        
     

   
             

 السلسلا و جنه 
 

 
 
 .جتبا  ة     

                   : سلسلة ريمان (8 -3

 :التاليا بسلسلا ريمان  نسمد السلسلا

 
 

  

 

   

           

 
 
 

 
نتةارب                 

نتبا               
نتبا                     

  

 :البرهان

 نستعم  جعيار المةارنا بتناج  



8 
 

    

 

   

  
 

  

 

   

           
 

  
       

 

  
              

               
 

    
               

      
   

       

 

 

    
   

 
 

  
  

 

 

    
   

      

 

 

    
   

 
     

    
 
   

 

 

     
   

 
     

    
 

 

    
     

   

 

   
          

نتبا                          
 

   
نتةارب                

  

 في الحالا الخا ا للسلسلا التوافةيا      جك أع  
 

 
 
 . ننون جتبا  ة    

      
   

       

 

 

    
   

 
 

 
  

 

 

    
   

        
     

   
             

 

  :السلسلة اللانهائية المتناوبة  (9 -3

 :المتناوبا هد سلسلا لها أح  الشنلين السلسلا.    جك أع        نفرض

                                      

 

   

     

 

   

 

                                    

 

   

     

 

   

 

 
 
 
 
 

Le mathématicien  allemand  

                   

 (1826-1866)  
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  :معيار اختبار تقارب السلسلة المتناوبة  (11 -3

   السلسلة المتناوبةلاختبار                        ليبنـزنسميها نظرية 

 :         إذا حان      ، نتةارب (ح ولها لها نناوب في الإشارة)سلسا جتناوبا       

 .       ن جا                 : الشرط الأول - 

               :الشرط الثان  -

 المتناوبانعتبر السلسلا  :البرهان 

     

 

   

           

 

   

                        

 : أي أن الةيما المطلةا لل   النوني

                                    

 :الشرط الأول -

                           أي                                    

 :الشرط الثان  -

   
   

                       
   

      

 :    بيانيا ل ينا السلسلا المنتييا   
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 : ذات الحدود الموجبة هائيةـلسلاسل اللانا( 4

  :الخواص الجبرية( 1 -4

       ساس    جتةاربا و         ينون  ل ينا    

 

   

     و 

 

   

   نعتبر

              

 

   

     

 

   

     

 

   

 

  

              

 

   

     

 

   

     

 

   

 

           

 

   

      

 

   

 

                  

 

   

     و  

 

   

  يتةاربان جعا أو يتبا  ان جعا     

 

 

Le mathématicien  Français 

                          

(1646-1716) 

قور خاص بةيم 
حس    االسلسل
  قيم 
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 :موجبةـحدود الـذات ال لسلاسل اللانهائيةلار المقارنة باخت( 2 -4

 .    جك أع  ح  الأ  ال الطبيعيا                نفرض

     حيي ℳيوع   لى الأق   :1حالة 
 
    ℳ  ، ننون    

 
 .جتةاربا    

      إذا حانت :2حالة 
 
      جتةاربا فأن     

 
 .جتةاربا     

        إذا حانت :3حالة 
 
        جتبا  ة فأن     

 
 .جتبا  ة     

 :   وحان ل ينا.   جك أع  ح    ل طبيعد      إذا حانت :4حالة 

   
   

  

  
           

     فإن السلسلتين
 
    و      

 
 .نتةاربان و نتبا  ان جعا     

    نعتبر السلسلا  :تعميم 
 
 :    و        ك حصر بين  بارنين    يرال  لراسا  نةاربها نب ي لح ها النوني     

 :لسلاسل ذات الحدود الموجبةل مبيرـمعيار دال -النسبةمعيار ( 3 -4

                       

 نحس  النيايا التاليا .     جك أع  ح  الأ  ال الطبيعيا      نفرض

   
   

    

  
        

 
 
 

 
السلسلا  نتةارب                  

السلسلا    نتبا                     
المعيار يفش                           

   

 

 

 

                    

            جتبا  ة     جتبا  ة

         جتةاربا     جتةاربا

                         

Le mathématicien  Français 

(1717-1783) 
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 :ذات الحدود الموجبة لسلاسل اللانهائيةل الجذر النون  معيار (4 -4

                 معيار كوش و يسمى 

 :التاليا نحس  النيايا .     جك أع  ح  الأ  ال الطبيعيا      نفرض

   
   

   
         

 
 
 

 
السلسلا  نتةارب                  

السلسلا    نتبا                     
المعيار يفش                           

   

 .نختار بين معيار النسبة والجذر النون  حسب عبارة الحد النون  :ملاحظة

 : ذات الحدود الموجبة لسلاسل اللانهائيةل لاختبار معيار راب( 5 -4

 :نحس  النيايا التاليا .     جك أع  ح  الأ  ال الطبيعيا      نفرض

   
   

    
    

  
      

 
 
 

 
السلسلا  نتةارب                   

السلسلا    نتبا                     
المعيار يفش                           

   

 أو الجذر النون  عندما يفشل اختبار النسبةيستعمل هذا الاختبار :ملاحظة

 :ذات الحدود الموجبة لسلاسل اللانهائيةجاوس ل معيار أو ارباخت( 6 -4

 يطل  إيجالها  جتتاليا   نحس   .     جك أع  ح  الأ  ال الطبيعيا      نفرض
    

  
   

 

 
 

  

  
   

        
 

 
 

    

  
     جتتاليا  ق ولة          

السلسلا  نتةارب      
السلسلا    نتبا         

  

 بار عندما يفشل اختبار رابيستعمل هذا الاخت :ملاحظة
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 :برهان دراسة تقارب السلسلة الهندسية اللانـهائية 

 : التاليا الائاةيا والسلسلا الهن سيا.       أ  ال حةيةيا و   و   نعتبر 

                  

 

   

 
 

   
 

 .فإن السلسلا  نتبا         فإن السلسلا نتةارب ، و إذا حان        إذا حان

 :البرهان

 نحس  السلسلا المنتييا : أولا

                     

 

   

 

                       

                                            

                

                   

     
        

     
 

 نحس  السلسلا الائاةيا: ثانيا

       
   

      
   

  
        

     
   

            
     
     

 
 

     

               
      
     

    

  

   

 
 
 

 
               

 
     

السلسلا الهن سيا جتةاربا                     

 السلسلا الهن سيا جتبا  ة                                             
 السلسلا الهن سيا جتبا  ة                         

  

 

 :دراسة تقارب السلسلة اللانـهائية ذات الحدود الموجبة  بـمعيار دالامبير:برهان 
                       

 نحس  النيايا التاليا .     جك أع  ح  الأ  ال الطبيعيا      نفرض

   
   

    

  
        

 
 
 

 
السلسلا  نتةارب                  

السلسلا    نتبا                     
المعيار يفش                           
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 نظريا النيايا  لى ئايا النسبا نضع نص: أولا

    
   

    

  
                       

    

  
       

 
    

  
                    

    

  
            

                                            
    

  
        

 جتراع ا     نحص   لى     إلى غايا      جك أع  ح  الأ  ال الطبيعيا   نحةق المتراع ا: ثانيا

                       
    

  
           

                        
    

    
           

 
  

                        
  

    
           

 جتراع ا  طرف إلى طرف        نضرب : ثالثا

           
    

  
  

    

    
   

    

    
  

  

    
                

           
  

  
                

                               

  

       
           

  

      
            

   أجام قيما   ئم  قيما  :رابعا 

  

       
           

  

      
            

 بجمع أطراف المتراع ا     إلى غايا        نحس  السلسلا المنتييا  جك :خامسا 

   
  

       
        

 

   

    

 

   

    
  

      
       

 

   

      

     إلى غايا        جك    نحس  السلسلا الهن سيا المنتييا  :سا ساد

          

 

   

 
            

       
 

     إلى غايا        جك      نحس  السلسلا الهن سيا الائاةيا
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     إلى غايا        جك    نحس  السلسلا الهن سيا المنتييا  

          

 

   

 
            

       
 

     إلى غايا        جك     نحس  السلسلا الهن سيا الائاةيا 

          

 

   

    
   

            

       
   

 

   
                   

                          

  

   نحصر السلسلا الائاةيا :سابعا
 
     إلى غايا        جك     

   
  

      
   
   

 
        

       
     

 

   

 
  

      
   
   

 
            

       
       

     

 

   

 

 
 
 

 
  

  

      
 

 

   
 السلسلا  نتةارب               قيما   ليا  

 
  

      
السلسلا   نتبا                                    

المعيار يفش                                                      قيما   ليا غير جعرفا

       

 :دراسة تقارب السلسلة اللانـهائية ذات الحدود الموجبة  بـمعيار كوش  :برهان 
                

 نحس  النيايا التاليا .     جك أع  ح  الأ  ال الطبيعيا      نفرض

   
   

   
         

 
 
 

 
السلسلا  نتةارب                  

السلسلا    نتبا                     
المعيار يفش                           

   

 الجذر النوني نظريا النيايا  لى ئايا  نضع نص: أولا

    
   

   
                           

        

    
                        

             

                                               
         

                                                         

                                                          

   أجام قيما   ئم  قيما  :ثانيا 

                                                          

 بجمع أطراف المتراع ا     إلى غايا        نحس  السلسلا المنتييا  جك :ثالثا



16 
 

                                             

 

   

     

 

   

           

 

   

   

 بجمع أطراف المتراع ا     إلى غايا        جك    نحس  السلسلا المنتييا :رابعا 

          

 

   

 
            

       
 

     إلى غايا        جك    نحس  السلسلا الهن سيا الائاةيا 

       

 

   

    
   

            

       
   

 

   
                   

                          

   

 بجمع أطراف المتراع ا    إلى غايا        جك    نحس  السلسلا المنتييا 

          

 

   

 
            

       
 

     إلى غايا        جك    نحس  السلسلا الهن سيا الائاةيا  

       

 

   

    
   

            

       
   

 

   
                   

                          

   

   نحصر السلسلا الائاةيا :خامسا
 
     إلى غايا        جك     

      
   

 
            

       
     

 

   

    
   

 
            

       
       

     

 

   

 

 
 
 

 
   

 

   
 السلسلا  نتةارب                         قيما   ليا  

السلسلا   نتبا                                                         
المعيار يفش                                              قيما   ليا غير جعرفا

       

أو حوشد لبرهنا نةارب سلسلا لائاةيا يعتم   لى جاةما الح  العام لأح  هذيك المعياريك ، أجا النتيجا فيد  استعما  لالاجبير:ملاحظة 
 :جتساويا حس  النظريا التاليا 

         لإيجال ئايا العبارة الجذريا  
       : ينفد أن نحس  ئايا النسبا   
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 مخطط عام لدراسة تقارب السلاسل اللانهائية

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

حساب 

قيمة 

المجموع 

بشكل 

 باشرم

   

 

   

    يساوي قيمة عددية    

    

متباعدة      

متقاربة      

   

 

   

 

  البداية

 

 

 دراسة إشارة

  

 متناوبة    

     

نختار حسب 

  شكل 
       :  التكامل

  

   
 

 السلسلة متقاربة  التكامل متقارب 

 السلسلة متباعدة  التكامل متباعد 

     
   

    

  
 

(دالمبير) النسبة  

 

    

 متباعدة

 
    

 متقاربة
     

   
   
  

(كوشي)الجذر النوني   

 

    

 المعيار يفشل

    

 متباعدة

 
    

 متقاربة

    

 المعيار يفشل

      
 

 
 

    

  
    

 نحسب المتتالية:   معيار جاوس

 

    

 متباعدة

 
    

 متقاربة

 متتالية محدودة   

 

   

     

             

 متتالية غير محدودة    

 

   
   نبحث عن حصر لـ :المقارنة

 

   
         

 

   

متباعدة      

متقاربة      

متقاربة     

 

   
   

     

:الأولالشرط   

 :الثانيالشرط 
        

  عندما       
     .  

متباعدة      

   
   

    
    

  
       

 معيار راب
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 :تـمارين
:التمرين الأول  

  :احس  ئايا العبارات النونيا التاليا (1 

      
   

   
 

 
 

 

                            د 
   

        

     
                       جـ   

   
 

   

 

 
                      ب  

   
  
 

   أ    

          لإيجااد نااياة علاباااة علجةاياة :)بةرهك  ة ا النظريةا                   جتتاليةا               إذا حان ل ينا   (2
يكفا  ن   

       : نحسب نااية علنسبة
    

  
 :،ثم استعم  هذه النظريا في حساب النيايات التاليا(  

    
   

 
  

       
 

 
                                        د  

   
    

 
                      جـ  

   
 

   

 

 
                                    ب  

   
  
 

   أ     

 :ألرس نةارب الساس  ذات الح ول الموعبا         أو الجذر النوني          بةمعيار النسبا  :التمرين الثاني

    
  

  

 

   

                د   
 

    

 

   

             جـ   
  

  

 

   

                        ب   

 

   

   أ     

 :                      اختبر نةارب الساس  التاليا بالا تمال  لى جعيار النسبا  :التمرين الثالث 

      

 

   

  
 

 
 

 

  
   

   
 

 

  
     

     
 

 

    
             

           
 

 

     
             

           
 

  

   

 

      

 

   

  
 

 
 

 

  
   

   
 

 

  
     

     
 

 

  
       

       
 

 

   

 :                      باستعما  نظريا ليبنز                       اختبر نةارب الساس  المتناوبا :التمرين الرابع

         

 

   

  
          

 

 

   

              جـ 

 

   

  
     

     

 

   

             ب 

 

   

  
     

 

 

   

   أ  

                                             علتقااب علمطلق وعلشرط  :التمرين الخامس

 .وض  جفيوم التةارب المطلق والشرطد للسلسا ذات الح ول غير جوعبا  (3

 :باستعما  جفيوم التةارب المطلق و الشرطد و باستعما  جعيار جناس  اختبر نةارب الساس  المتناوبا التاليا (0

         
         

       

 

   

                              جـ   
   

     

 

   

                             ب   
 

 

 

   

   أ     

                              ماياا علمقاانة بتكامل :التمرين السادس

 .أ ط نفسيرا بيانيا لمفيوم جعيار التناج   لاختبار الساس  ذات الح ول الموعبا  (3

 :السلسلا المعرفا حما يلد                    نسمد سلسلا ريةمان (0

     

 

   

  
 

  

 

   

  
 

  
 

 

  
 

 

  
                           



19 
 

 .باستعما  جعيار التناج    ألرس نةارب السلسلا   
 :التمرين السابع

 (أو مجموع جالائايا جك ح ول جتتاليا هن سيا)لتنك السلسلا الهن سيا الائاةيا : أولا

       

 

   

                 

 دراسة تقارب السلسلة بطريقتين :الـمطلوب 

 (ح  جك جتتاليا هن سيا  بةمجموع )أحس  قيما السلسلا المنتييا الممثلا  -1

      

 

   

                   

 .  حس  قيم الع ل الحةيةد    ألرس نةارب السلسلا الهن سيا الائاةيا   بالا تمال  لى  -2
 .  حس  قيم الع ل الحةيةد   وني تحةق جك نةارب السلسلا باستعما  جعيار النسبا و الجذر الن -3

سلسلا لائاةيا ذات ح ول جوعبا ،وليس ل ينا طريةا جباشرة لحساب مجمو يا، ونري  لراسا نةاربها لع ل حةيةد             إذا حان ل ينا   :ثانيا
؛ نستعم  أح  المعياريك حس  شن  الح  ( جتةاربا أو جتبا  ة )ب ون جعرفا الةيما الع ليا ، فةط نأخذ فنرة  ك نةاربها ( أي أئا ننتيد لع ل حةيةد ) 

 :   النوني 

 .                      ( معيار دالامبير)اختبار التقارب بـمعيار النسبة 

 .                   (  معيار كوش )اختبار التقارب بـمعيار الجذر النون  

     
   

    

  

     
   

   
 

   

 
 
 

 
السلسلا جتةاربا                   

السلسلا جتبا  ة                       
المعيار يفش                             

  

 .البرهان على صحة المعيارين :الـمطلوب 

 :بالا تمال  لى نظريات النيايات الذي ينص  لى جا يلد  -1

      
   

    

  

                  
    

  

 جعيار لالاجبير           

      
   

   
                      

 جعيار حوشد            

 .برهك   ا اختبار التةارب الخاص بالمعياريك الهن سيا الائاةيا و بالا تمال  لى مجموع السلسلا           

 .   بفارق يتمث  في   يمث  الع ل الطبيعد الذي يب أ  ن ه وعول نةارب إلى النيايا    :ملاحظة

 :  استعم  جعيار جناس  ل راسا نةارب الساس  التاليا :ثالثا
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  معيار المقارنة لدراسة تقارب سلسلة ذات حدود موجبةاستعمال   :التمرين العاشر

         برهك   باستعما  جعيار  جناس  أن     جتةاربا  

 

   

  
 

  

 

   

     لتنك  السلسلا     

 أثبت أن  (2 

     
 

 

 :     التاليا سلسلا جتةاربا باستعما  المةارنا بينيا و بين    ،ثم استنتج أن السلسلا    

      

 

   

  
   

     

 

   

 

با  ةجت           برهك   باستعما  جعيار  جناس  أن     

 

   

  
 

 

 

   

    لتنك  السلسلا     

 أثبت أن  (4

 
 

 

   
 :جتبا  ة      انطاقا جك جعرفا أن    ،ألرس نةارب السلسلا  

      

 

   

  
 

   

 

   

 

 معيار مقارنة حاصل قسمة لدراسة تقارب سلسلة ذات حدود موجبةاستعمال   :التمرين الحادي  عشر

     
   

  

  
  إذا  حانت       ،       و  ل ينا  ئايا حا   قسما 

  نعتبر ان السلسلا     جعلوجا التةارب جتةاربا أو جتبا  ة   ن رس   نةارب السلسلا     المجيولا التةارب  

 .نتبا         نتبا        :         (1

 .نتةارب       نتةارب      :       (  2

 .يتةاربان جعا أو يتبا  ان جعا     و      :        (3

     باستعما  هذا الةمعيار و سلسلا ريمان   
 

 :في ح  حالا      المعلوجا التةارب ألرس نةارب السلسلا     

 .    جاذا نةو   ك نةارب              :                    (1

 .    جاذا نةو   ك نةارب                  :                   (  2

 .    جاذا نةو   ك نةارب              :                     (3

 .    جاذا نةو   ك نةارب                  :                     (4

 استعمال الحساب المباشر لدراسة تقارب سلسلة :التمرين الثاني  عشر

           :  لتنك السلسلا المعرفا بح ها العام حما يلد  

 :  ب لالا     أحس  السلسلا المنتييا  (1
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 ؟   جاذا نسمد هذا النوع جك الساس  انطاقا جك ن اخ  الح ول في السلسلا  (2
 .  جاذا نةو   ك نةارب السلسلا الائاةيا ،ثم استنتج قيما للسلسلا .      أحس  ئايا الح  العام  ن جا  (3
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 :سلاسل الدوال -5
  :متتالية دوالتعري  ( 1 -5

 . ح  جتتاليا تحوي جتغير حةيةد في  بارة الح  العام لها نسمى جتتاليا لوا  

 :مثال

                            
  

  
 

                            
         

 
 

 جتغير طبيعد  وسيط حةيةد و   يعتبر 

و جةةةك الممنةةةك اسةةةتعما  المتغةةةير المرحةةة  بةةة لا جةةةك المتغةةةير الحةيةةةةد و نصةةةب  المتتاليةةةا جتتاليةةةا لوا  ذات جتغةةةير : ملاحظـــة
و خوا يا نشةابه ذات المتغةير الحةيةةد جةع جرا ةاة خصةاةص الأ ة ال المرحبةا جةك حيةي التمثية  في  جسةتوي جرحة  , جرح 

 . نس الأ  ال الحةيةيا التي تمث  في قور فةط

 :سلسلة دوالتعري  ( 2 -5
 . ح  سلسلا تحوي جتغير حةيةد في  بارة الح  العام لها نسمى سلسلا لوا  

 :مثال     

                 

 

   

  
  

  

 

   

   
 

  
 

  

  
   

                

 

   

  
         

 

 

   

   
  

 
 

  

 
   

 :مثال توضيح  لحساب قيمة سلسلة دوال ( 3 -5
 :    لتنك لسلسلا لوا  التاليا حيي 
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، وهةذه الحة ول جوعبةا ، وحسةاب   ناحظ أن السلسلا هد  بارة  ك مجموع غير جنتيد لح ول جتتاليا هن سيا أساسيا 
 :هذا المجموع هو

                 
   

 
      

   
  

 

   
 

 : و جنه حالات التةارب

      

 

   

 

 
 
 

 
             

 

   
 السلسلا جتةاربا     

السلسلا جتبا  ة                           
السلسلا جتبا  ة                              

  

     حيي           نضع :     في حالا  

           

 

   

    

 

   

         

 

   

           
 

   

 

                       

       ول ينا :ن رس التةارب للسلسلا . أ ب ت السلسلا جتناوبا 

      

 

   

           
 

   

 

 هذه السلسلا مجموع ح ول جتتاليا هن سيا أساسيا  

      

 

   

 

 
 
 

 
              

 

   
 السلسلا جتةاربا     

السلسلا جتبا  ة                              
السلسلا جتبا  ة                               

  

 :و جنه نستنتج التعميم جك أع  ح    ل حةيةد التةارب المطلق للسلسلا

      

 

   

 

 
 
 

 
                  

 

   
 السلسلا جتةاربا    

السلسلا جتبا  ة                       
السلسلا جتبا  ة                       

  

، نسةةةمد هةةةذه العشةةةواةيا في الاختيةةةار بالانتظةةةام في        السلسةةةلا جتةاربةةةا جيمةةةا اخترنةةةا قيمةةةا للعةةة ل الحةيةةةةد  
 .وتم احتشاف مجا  التةارب بالحساب المباشر .        التةارب ، ونةو  أن السلسلا جتةاربا بانتظام  لى المجا  
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 :مثال توضيح  لحساب قيمة ورسم سلسلة دوال ( 3 -5

 
  

  

  

   

 

    

  

 
     

  

 
 

  

 
     

  

  
 

  

 
 

  

 
     

  

   
 

  

  
 

  

 
 

  

 
     

ناحظ أن السلسلا حلما زلنا ح ا نص  إلى نطابق جع لالا 
وتم احتشاف .  حتى الو و  إلى ال الا التي نتةارب لها السلسلا

 .مجا  التةارب  برسم الساس  المنتييا 
 
 
 
 

 

 :التقارب المنتظم-6
  :التقارب المنتظم لمتتالية دوال ( 1 -6

، يةةةا  أن المتتاليةةا نةةةترب جةةك المةةةة ار       جعرفةةا  لةةى المجةةا        لةة ينا  جتتاليةةا لوا  : نلخصةةه في الةضةةيا التاليةةا 

 في هذه الحالا ننت  :          حيي      ، أو لها النيايا للمة ار      

   
   

           

                                           

نةةو  أن جتتاليةا الة وا  جتةاربةا (   ولةيس  لةى ) فةةط    لةى اختيةار   إذا ا تم ت قيمةا العة ل الطبيعةد : خاصة حالة

 .    بانتظام  لى المجا  
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 نلخصه في الةضيا التاليا :التقارب المنتظم لسلاسل دوال ( 2 -6

، أو لهةةةا النيايةةةا      ، يةةةةا  أن السلسةةةلا نةةةةترب جةةةك المةةةة ار       جعرفةةةا  لةةةى المجةةةا         سلسةةةلا لوا  لةةة ينا  
 في هذه الحالا ننت  :          حيي      للمة ار 

            

                                        

نةةو  أن سلسةلا الة وا  جتةاربةا (   ولةيس  لةى ) فةةط    لى اختيةار   إذا ا تم ت قيما الع ل الطبيعد : خاصة حالة
 .    بانتظام  لى المجا  

  :معايير التقارب المنتظم لسلاسل دوال ( 3 -6

                        معيار ويراستراس : أولا

إذا وع ت جتتاليا   ليا جتةاربا بانتظام  لى مجا         ننون السلسلا ويراستراس ، و   و يسمى أحيانا اختبار 
 :ذات الح ول الموعبا تحةق    

             حيي .             :الشرط الأول 

 .سلسلا ثوابت  جتةاربا       :الشرط الثان  

        سلسلا جسيطرة  لى السلسلا     نسمد السلسلا  :ملاحظة 

  .                    لها سلسلا جسيطرة       أو نةو  أن السلسلا 
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 : لى جعيار وايرستراس للتةارب المنتظم لسلسلا ال وا   :البرهان

      

 

   

                             

 :ح   نعتبر السلسلا المنتييا ذات 

                                

      

 

   

             

                                

 :جك الح ول هو   و نعتبر الباقد جك السلسلا بع  

                                

                                                                     

                          

 :المجموع نتةارب يعني أن      حان ل ينا السلسلا   إذاو 

                              

و  موجا مجا  . يعني انه نةارب جنتظم في مجا  يخص التةارب جطلق  فإنه لا يؤثر في اختيار    ناحظ أنه جيما ينك 
 .التةارب المطلق يمث  مجا  نةارب جنتظم 

       جتةاربا بانتظام  لى المجا  : لتنك سلسلا ال وا  التاليا  :3مثال

        
     

  

 

   

 

                           
     

  
  

 

  
    

   ينفد أن نضع  
 
 :جتتاليا   ليا ذات ح ول جوعبا تحةق الشرط الأو  و الثاني حيي أن السلسلا جتةاربا    
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و هذا الشرط حاف وليس ضروري للتةارب المنتظم، حيي جك الممنك أن ننون السلسلا جتةاربا بانتظام في حين أن 
 .الاختبار لا يت ةق

        ةاربا بانتظام  لى المةجا  جت: لتنك سلسلا ال وا  التاليا  :0مثال

        
  

  

 

   

 

                         
  

  
  

 

  
    

   ينفد أن نضع  
 
 :جتتاليا   ليا ذات ح ول جوعبا تحةق الشرط الأو  و الثاني حيي أن السلسلا جتةاربا  

     
 

  

 

   

 

 ألرس التةارب المنتظم  :لتنك سلسلا ال وا  التاليا :1مثال

          
  

      
 

  

       
   

  

       
   

  السلسلا هد  بارة  ك سلسلا هن سيا الأساس  
 

 :مجمو يا  حس  جا سبق      و بفرض أن       

       
  

  
 

    

      

 : ن  الصفر نسب    م استمرار حس  الشن  التالي  ناحظ أن قيما 

        
            
                 

  

ننون السلسلا      الذي يحوي      جيما حان المجا  
 .غير جستمرة 

              ينتمد للمجا    و جيما اخترنا 
أي أن سلسلا ال وا    نصب  قيما السلسلا جتعلةا بةيما 
 .غير جتةاربا بانتظام  لى هذا المجا 

بانتظام  لى المجالات التي لا تحوي  لننيا نتةارب
 الصفر
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                      معيار دريكل  : ثانيا 

ذات    إذا وع ت جتتاليا   ليا       جتةاربا بانتظام  لى مجا                 ننون السلسلا و 
 :الح ول الموعبا تحةق 

 .جتتاليا جتناقصا       :الشرط الأول 

 .            :الشرط الثان  

 :حيي  يوع  جة ار ثابت و لينك  :الشرط الثالث 

                                        
                                                    

                                

 

   

   

         وجنه نبرهك أن 
جتةاربا جطلةا و هذا يؤلي إلى نةارب         سلسلا جتةاربا أي أن السلسلا     

 :مجا  التةارب بانتظام يطل  إيجاله       المجا         لى مجا  بانتظام          

 
 :دراسة التقارب المنتظم لسلاسل دوال بمعيار دريكل 

 :لتنك سلسلا ال وا  التاليا :3مثال
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                :الشرط الأول 
 

   
 شرط قةق. جتتاليا جتناقصا  

 شرط قةق .             :الشرط الثان  

 :حيي  يوع  جة ار ثابت و لينك  :الشرط الثالث 

                                        
                                 

                                 

 

   

    

     

 

   

 
 

   
                 

 .يعتبر مجا  التةارب بانتظام          المجا 

 :لتنك سلسلا ال وا  التاليا : 0مثال 

 
  

    

 

   

 

 :نستعم  الج و  التاليلتسيي  العمليا 

 الحالة مجال التقارب المنتظم
 :الشرط الثان 
   
   

   

: الشرط الأول
 الاختيار          تناقص المتتالية

    جةبولا       
   

   جتناقصا     

  
 

 

 
 1 

    جةبولا       
   

 جتناقصا     
  

 
 

 

  
 2 

    جةبولا       
   

    جتناقصا     
 

    
 3 

 .هو أحسك اختيار لأنه أ طى أوسع جةجا   1الاختيار 

 .       ومجا  التةارب المنتظم هو   

 :حس  الاختيار       حيي أن الج و  الثاني يلخص التةارب المطلق لة 
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 الاختيار                               مجال التقارب المطلق

       
   

 
   

    

    
 

  

  
 1 

             
    

   
 

  

 
 2 

                     3 

 

            :التاليا لتنك سلسلا ال وا  : 1مثال 
     

        
 
    

 الحالة مجال التقارب المنتظم
 :الشرط الثان 
   
   

   

الشرط 
: الأول

تناقص 
 المتتالية

 الاختيار         

   جتناقصا    جرفوضا       

        
   1 

 جتناقصا   جةبولا       
     

      
 

 

  
 2 

 جتناقصا   جةبولا       
     

  
 

 

    
 3 

 جتناقصا   جةبولا       
  

      
 

 

  
 4 

 جرفوضا       
 

 
 جتناقصا 

  

  
 

 

    
 5 

       جتناقصا   جةبولا       
 

        
 6 

    جتناقصا   جةبولا       
 

        
 7 

 .اختياران جرفوضان لأئما لم يحةةا الشرط الثاني  5و  1الاختيار 
 . هو أحسك اختيار لأنه أ طى أوسع جةجا    3الاختيار 

 .        ومجا  التةارب المنتظم هو  
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  :استمرار سلاسل دوال ( 4 -6
 :      نعتبر سلسلا ال الا المستمرة والمتةاربا  لى المجا  

                           

 .يج  أن ننون ح  الح ول جستمرة

 ن رس التةارب المنتظم و الاستمرار : لتنك سلسلا ال وا  التاليا :3مثال

               
 

      
 

     

 

   

 

              
 
       

 
   

 
     

 
   

 
    

 :لحساب السلسلا نستعم  السلسلا المنتييا

        
 
       

 
   

 
     

 
   

 
       

 
      

 
      

       
 

       

 .هذا النوع جك الساس  يسمى الساس  المت اخلا

                 
   

         
   

  
 

            

                 
   

         
   

     
 

             

 :طريقة رسم الدوال

        
 
      

 
    

        
 
       

 
   

 
    

 
    

        
 
       

 
   

 
     

 
   

 
    

 
    

لنك         و        بجوار المالائايا يةترب جن ني السلسلا إلى المستةيمين     حلما زالت قيما 
 .        ينةطع و نصب  السلسلا الاجنتييا غير جستمرة  لى المجا  
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                   :      نعتةةةةبر سلسةةةةلا ال الةةةةا المسةةةةتمرة والمتةاربةةةةا  لةةةةى المجةةةةا   :اشــــتقات و تكامــــل سلاســــل دوال  (5 -6
                           

 :جتةاربتين      و       السلسلتينح  جك نستنتج أن  
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 :أمثلة على التقارب المنتظم لدوال سلاسل ( 6 -6

      

 

   

   
       

        

 

   

 

 

      

 

   

  
      

  

 

   

 

 

 

 
 

     

 

   

 

    

    

    

    

    

    

        مجال التقارب المنتظم

        مجال التقارب المنتظم 
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          مجال التقارب المنتظم 

        مجال التقارب المنتظم 
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 :نستنتج في الأخير أن ساس  ال وا  

 
        

  

 

   

 جتةاربا       

           

 

   

 جتبا  ة      
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 :تـمارين
 ثابت حةيةد  حيي : التي نة ةق التةارب الةمطلق  للساس   الآنيا   جا هد قيم  :الأول التمرين 

        

 

   

  
 

      
 
   

   
 

  

   

         

 

   

  
       

        

 

   

          

 

   

  
      

  

 

   

    

       

 

   

    
      

  

 

   

                

 

   

  
    

    

 

   

             

 

   

           

 

   

      

 :أوع  جةجا  نةارب للمة ار :التمرين الثاني 

                                         

 .التقارب المنتظم وغير المنتظم  لسلسلة دالة :التمرين الثالث 

       : نعرف أولا جتتاليا ال وا  
       

       جعرفتين  لى الةمةجا          و ثانيا سلسلا ال وا   

                                                 
   

            

                                                         

 .  و   نتعلق بة   : (تقارب غير منتظم) 2الحالة .    ولا نتعلق بة   نتعلق بة    :(تقارب منتظم) 1الحالة 

 :المطلوب

 ؟ للتةارب المنتظم الخاص بساس  ال وا              و شروط لرينلد              جا هد شروط ويراستراس  :أولا

 :              ألرس التةارب المنتظم للساس  بةمعيار ويراستراس  :ثانيا

 
 

     

 

   

                           
  

  

 

   

                    
     

  

 

   

                
     

  

 

   

       

      :  ل ينا سلسلا ال وا  التاليا : التمرين الرابع
          

  
 
      

 . جتةاربا بانتظام  لى جةجا  يطل  نعينه      باستعما  شروط ويراستراس برهك أن السلسلا ( 1

 .     سلسلا لوا  جتبا  ة        ، ثم أثبت أن      جشتق ال الا        أحس  ( 2

 جاذا نستنتج بالنسبا لاشتةاق ساس  ال وا  المتةاربا بانتظام ؟ ( 3

 .  حس  قيم        ثم استنتج قيم .  انطاقا جك زوعيا وفرليا    ألرس زوعيا وفرليا الع ل الطبيعد ( 4

         :  أثبت قيما التناج  التالي (5
 

   
 

 

  
 

 

  
 
 ه  التناج  جتةارب ؟.    



41 
 

 ( .                    -السلاسل الصحيحة)سلاسل القوى  :التمرين الـخامس 

 :نسمد سلسلا قوى أو سلسلا   ي ا ح  سلسلا لوا  لها الشن  التالي

          

 

   

           
           

 .ثوابت جعطاة نسمييا  واج  السلسلا الص ي ا                حيي 

 :أثبت أئا     برهك أنه إذا حانت السلسلا نتةارب  ن  

 .         نتةارب جطلةا جك أع  الةيم ( 1

 .          : حيي            نتةارب بانتظام جك أع   الةيم ( 2

 .استعمال سلاسل الدوال ونشر تايلور وماك لوران  ف  حساب تكامل   :التمرين السادس

:أوع  السلسلا المةاربا للتناج  التالي (1  


b

a

x dxebaI
2

 .باستعما  نشر جاك لوران   ,

xbxaنضع  (2  سلسلا ال الا الموافةا للتناج   أوع  ;   xIbaI ,. 

أحس  التناج   (3 baI  .وباستعما  تحوي  الإح اثيات جك ال ينارنيا إلى الةطبيا x ن جا  ,

:  استنتج النيايا التاليا (4 
  212!

1
lim

0












n

n

n

x
x

nn
 

:أحس  التناج  التالي (5   


b

a
t

dt
baI

1
 .بالا تمال  لى نشر ثناةد ح  نيونك ,

أوع  نشر جاك لوران لل الا (6   xxf sin،   xxg cos  باستعما   بارة أولر yiyee xiyx sincos  

:أحس  التناج  التالي 
 


b

a
x

dxx
baI

sin
 .بالا تمال  لى نشر جاك لوران ,

 السلاسل الصحيحة ذات المتغير المركب :السابعالتمرين 

هد سلسلا لالا لها الشن  العام (  ة ي)با تبار السلسلا الص ي ا ذات جتغير جرح   





1n

n

n zaxS  حيي 
Nnna


جتتاليا ،  

 :له الخواص التاليا  Rيوع  لوجا   ل حةيةد جوع  

Rzإذا  حانت طويلا الع ل المرح       فأن السلسلا جتةاربا. 

Rzإذا  حانت طويلا الع ل المرح       فأن السلسلا جتبا  ة. 

:  أوع  نصف قطر نةارب السلسلا التاليا  (1  





1

1

n

nzzS . حييiyxz   ل جرح  و    2, yx. 

 نتظمم تقارب

                

 طلقم تقارب
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برهك أن السلسلا الص ي ا التاليا جتةاربا  (2  





1 !n

n

n

z
zS. ثم أوع  نصف قطر نةاربها. 

أوع  نصف قطر التةارب السلسلا   





1n

n

3 z!nzS. 

نشر ماك لوران لدالة   :التمرين الثامن    mxxf  1 . 

برهك أن  لى   ا المعاللا  (1       xmfxfx  '1*  

نضع  (2  ......1 2

21  n

n xaxaxaxf استعم  المعاللا ، * لإيجال السلسلا المرافةا. 

 .استعم  نشر جاك لوران بجوار الصفر لل الا
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 :السلاسل الصحيحة أو سلاسل القوى-7
  :تعري  السلاسل الصحيحة ( 1 -7

 :سلسلا قوى ح  سلسلا لوا  لها الشن  التالينسمد سلسلا   ي ا أو 

          

 

   

           
           

 .ثوابت جعطاة نسمييا  واج  السلسلا الص ي ا                 حيي

  :نظرية آبل لتقارب سلسلة صحيحة ( 2 -7
           إذا حانت السلسلا

 :فأئا     نتةارب  ن      

 .         نتةارب جطلةا جك أع  الةيم ( 1

          : حيي            نتةارب بانتظام جك أع   الةيم  (2

 :     حس  النظريا نعتبر السلسلا جتةاربا  ن  : البرهان ( 3

           
 

 

   

             
        

    

 : ن جا ينون     ننون السلسلا جتةاربا جك أع   

   
   

     
     

:  أي   ح  الح ول بالةيما المطلةا أق   جك : حيي أن    و جنه يوع    ل حةيةد جوع  غير جع وم 
     

     

 : نصب       و جنه السلسلا الص ي ا 

          

 

   

      
  

 

  
 

 
 

   

 

        
 

  
      

  
 

  
 

 

       
  

 

  
 

 

   

 :ل بالةيما المطلةاالح و 
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 نتظمم تقارب

                

 طلقم تقارب

        
 

  
      

  
 

  
 
 

       
  

 

  
 
 

   

         
 

  
    

 

  
 
 

     
 

  
 
 

   

           
 

  
   

 

  
 
 

    
 

  
 
 

    

          
 

  
 
 

 

   

        

 سلسلا هن سيا أساسيا       السلسلا
 

  
 :و ننون جتةاربا إذا حان   

 
 

  
                    

 .       وانتيى البرهان  لى أن السلسلا نتةارب جطلةا جك أع  الةيم 

 جك الجزء الأو  جك النظريا  :البرهان ( 0

          

 

   

     
 

  
 
 

 

   

        

          

جك       و هد السلسلا الهن سيا       باستعما  اختبار وايرستراس نستنتج أنه يوع  سلسلا جسيطرة  لى السلسلا 
حيي أن الاختبار يشترط أن ننون هناك سلسلا ثوابت جسيطرة و هذه السلسلا جتةاربا ، وجنه    أع    ل حةيةد 
 :يت ةق لنا في المجا  التالي       نةارب السلسلا  

        
  

  
 
 

 

   

       
  

  
                    

          المجا  نتةارب بانتظام في     وجنه نستنتج أن السلسلا الص ي ا 

 .         حيي

 

 

          : حيي            جك أع   الةيم نتةارب بانتظام  السلسلا وانتيى البرهان  لى أن
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نةاربها ، و جةجا  نةاربةيا له جنتصف ح  سلسلا   ي ا ننون جتةاربا بانتظام في مجا  ينون لاخ  مجا    :خلاصة
 .   جك أع    جرحز المعلم 

  :مجال تقارب السلسلة الصحيحة ( 3 -7
          نسمد مجا  نةارب السلسلا الص ي ا 

حيي ننون     و    المجا  المحصور بين الةيمتين     
لنك في . نصف قطر نةارب السلسلا الص ي ا  نسمد . السلسلا جتةاربا جطلةا، و ننون جتبا  ة خارج هذا المجا  

 :ويوع  حالتين واض تين  .ب أو التبا   و يخضع لحالات خا ايطرح إشنا  التةار      و      الةيم 

 .          ، جتبا  ة  لى ح  قيم     : حالا التبا     -

 .          ، جتةاربا  لى ح  قيم     : حالا التةارب -

 

  

 

          نفرض السلسلا الص ي ا  :البرهان
     

 :ن رس التةارب المطلق للسلسلا أي ن رس نةارب 

        

 

   

        

 

   

          

 

   

 

 : نستعم  جعيار النسبا

     
   

         

       
    

   

        
    

        
       

   

      

    
 

         
   

 
    

  
       

 :     ننون جتةاربا  ن جا

                       
 

 
      

  

 مجال تباعد مجال تباعد

 مجال التقارب المطلق
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 و جنه ننون السلسلا جتةاربا  ن جا ينون  
 

 
    

 

 
   ، و جتبا  ة في المجا   

 

 
   و المجا      

 

 
    ،

 :ونستنتج أن نصف قطر التةارب المطلق للسلسلا الص ي ا هو 

  
 

 
 

 

   
   

 
    

  
 
    

   
 

  

    
  

 :و يمنك نعميمه  لى جعيار الجذر النوني

  
 

 
 

 

   
   

      
 

 :تح ي  مجا  التةارب للسلسلا الص ي ا: 3مثال 

      

 

   

      

 

   

    

 

   

               

     
   

         

       
    

   

      

    
                  

 .    نصف قطر التةارب هو 

 :نصب  السلسلا جتبا  ة     جك أع    -

      

 

   

    

 

   

                

 :نصب  السلسلا جتبا  ة     جك أع    -

       

 

   

       

 

   

              
فرلي            
زوعد          

  

 :تح ي  جةجا  التةارب للسلسلا الص ي ا: 0مثال 
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 :تح ي  جةجا  التةارب للسلسلا الص ي ا: 1مثال 

      

 

   

      

 

   

  
  

  

 

   

   
  

  
 

  

  
   

  

  
   

     
   

         

       
    

   

 
    

      
 

 
  

   
    

   
 

  

      
     

     
   

 

   
                                  

 :تح ي  جةجا  التةارب للسلسلا الص ي ا: 4مثال 

      

 

   

      

 

   

       

 

   

               

جك أع  ح  الأ  ال الحةيةيا غير المع وجا ، أي مجا  التةارب يتمث                السلسلا نتبا   لأن  
    و     في نةطا 

 

  :       السلاسل الصحيحة لـ  (4 -7
 : نسمد حذلك السلسلا جك الشن 

              
 

 

   

 

                         
            

    

  :       مجال التقارب للسلاسل الصحيحة لـ ( 5 -7
 :نستعم  جعيار النسبا 
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 :تح ي  جةجا  التةارب للسلسلا الص ي ا: 3مثال 

      

 

   

          

 

   

        

 

   

              

      

 

   

                         

 
 

 
        

 

 
 

     
   

 
    

  
    

            

                  

 

 

 

   

 مجال تباعد مجال تباعد
 مجال التقارب المطلق
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 :نشر الدوال باستعمال سلاسل الدوال  (8

  :نظرية تايلور (1 -8

، يوع    ل حةيةد بين :       حيي   جستمرة جك أع  ح    ل حةيةد        ...    ،  ،  ال وا   نعتبر
 :  و  الع ليك 

                 

 : حيي حثير ح ول نايلور جك ال رعا 

               
      

 

  

 

   

     

 :الباقد له شنلين 

                
      

   

      
   شن  لاغرانج                 

               
            

    
  شن  حوشد         

 

 :بعض سلاسل الدوال الأسية واللوغاريتمية 
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 :بعض سلاسل الدوال المثلثية 

       
  

  
 

  

  
 

  

  
                                 

       
  

  
 

  

  
 

  

  
                                 

       
  

 
 

   

  
 

    

   
   

                 

     
     

 

 
   

     
 

 
 

 

 
 

  

  
 

   

   
   

          

     
                   

 :سلاسل ثنائ  حد  (2 -8
 :ل ينا        ل حةيةد و   لينك 

          
   

 

   

    
               

  
  

 

   

 

         
 

  
  

      

  
   

           

  
     

 :حيي جعاج  ثناةد ح  
  

  
               

  
 

  

        
 

 :بعض سلاسل ثنائ  حد 
                 

                       

                             

 :        جك أع  

                              

                                  

                                    

 :        جك أع  
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 :تـمارين
 :التاليا                        أحس  نصف قطر نةارب ساس  الةوى :التمرين الأول

                  

 

   

    

 

   

               

                 

 

   

  
    

  

 

   

 
   

  
 

   

  
 

    

  
   

    

  
   

                 

 

   

  
            

 

 

   

 
  

 
 

     

 
          

     

 
   

                 

 

   

  
  

          

 

   

  
    

    

 

   

 
 

     
 

     
 

       
    

       

          لتنك سلسلا الةوى في شنليا العام   :التمرين الثاني
     

 .    التناج  غير المح ول لة       أحس   و.    جشتق       أحس   (1

 جاذا نستنتج ؟(. لى الترني      و       و       نصف قطر نةارب )   و    و   أحس   (2

 :التالي أحس  التناج  المح ول( 3

              
 

   

 

 .         و        :هو        برهك أن شرط نةارب التناج  ( 4

               لتنك سلسلا الةوى في شنليا العام   (5
     ، 

 .      لى السلسلا    1،2،3،4أ   الإعابا  لى الأسئلا      

  :التمرين الثالث 

 .   و الثوابت   ب لالا الع ل الطبيعد        باستعما  نشر ثناةد ح  أوع  نشرا للعبارة التاليا  (1

     ،        : استنتج نشر للأشنا  التاليا  (2
 

    ،      
 

 .  ل حةيةد   أ  ال طبيعيا و         حيي   

             :باستعما  نشر ثناةد ح  أوع  نشر لل الا التاليا (3
 

            ل حةيةد   حيي    

 : إذا  رفنا ال الا العنسيا لل الا عي  المعرفا حما يلد  (4

                
  

     

 

   

 

 .      أوع  سلسلا جرافةا لل الا 

 :لتنك السلسلا التاليا  (5
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     و باستعما  قيما ال الا  . جتةاربا   هك باستعما  جعيار جناس  أن السلسلا بر 
 

 
 . أوع  قيما للسلسلا   

 :بنفس الطريةا أوع  نشر لل وا  التاليا  (6
                                                                                          

 :أن قيم ساس  الثوابت التاليا هد ثم بين 
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 تعريفات خاصة بسلاسل فوريه -9
  :   تعري  سلاسل فوريه الموافقة لدالة دورية دورها ( 1 -9

          ، حيي        و المعرفا في المجا      التي لورها     سلسلا فوريه الموافةا لل الا ال وريا  
 :الةيما المتوسطا للسلسلا   جع     ينون نشر ال الا ال وريا  . ثابت 

     
  

 
                   

 

   

 

   
 

 
             

 

  

         أو       
 

 
             

 

  

 

   
 

 
             

 

  

          أو        
 

 
             

 

  

 

   
 

 
        

 

  

         
 

  
        

 

  

 
  

 
 

  :   تعري  سلاسل فوريه الموافقة لدالة دورية دورها ( 2 -9
و المعرفا في المجا      التي لورها      ،نعتبر سلسلا فوريه الموافةا لل الا ال وريا      نعميم لل الا ال وريا التي لورها 

 :هو قيما حيفيا و لتبسيط الحساب نأخذ    حيي .   هو نعميم للةيما    ، أي          
 :سلسلا الموافةا ، و  واج  ال    ثابت حةيةد جوع     و      

     
  

 
        

   

 
      

   

 
 

 

   

 

   
 

 
        

   

 
   

    

 

       أو     
 

 
        

   

 
   

    

 

 

   
 

 
        

   

 
   

    

 

        أو      
 

 
        

   

 
   

    

 

 

   
 

 
        

    

 

      
 

  
        

    

 

 
  

 
 

 

  :تقارب سلاسل فوريه الموافقة لدالة دورية( 3 -9
 :   التي لورها     ساس  فوريه جك الشن  العام الخاص بال الا ال وريا  
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  هد ساس  جثلثيا  واجليا  

 
ننون السلسلا المثلثيا و : ، ن رس بمعيار وايستراس التةارب المنتظم   و    و  

الموعبا الح ول تحةق    إذا وع ت جتتاليا   ليا      جتةاربا بانتظام  لى مجا  نعريف ال الا ال وريا        
 .سلسلا   ليا جتةاربا       :الشرط الثان  .            :الشرط الأول :

 : البرهان

 قةق  :الشرط الأول 

      
   

 
                        

   

 
       

 
  

 
         

 

   

  
  

 
            

 

   

 

 .سلسلا   ليا جتةاربا     قةق إذا حانت  :الشرط الثان  

     
  

 
            

 

   

  
  

 
                        

    و يتم الاختبار  لى السلسلا 

 حساب معاملات سلاسل فوريه -32
 :حساب التكاملات المساعدة لحساب معاملات السلسلة( 1 -11

 :لتبسيط الحسابات       و    نعتبر ال ور 

        

 

  

       

 
 
  

 

 
 

 
                   

        

 

  

        

 
 
  

 

 
  

 
                   

 .جع وم   إلى    المثلثيا جك  و جنه نناج  ال وا  
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 :   في حالا و بنفس الطريةا نستنتج في الأخير التناجات المسا  ة 

             

 

  

   

             

 

  

   

             

 

  

   

 :حيي ل ينا لسانير الت وي  التاليا

           
 

 
                      

           
 

 
                      

           
 

 
                      

 :و بنفس الطريةا نحس  التناجات الخا ا التاليا 

         

 

  

  
 

 
            

 

  

 
 

 
       

 

  

          

 

  

  
 

 
         

         

 

  

  
 

 
            

 

  

 
 

 
       

 

  

          

 

  

  
 

 
         

             

 

  

  
 

 
                       

 

  

 
 

 
      

 

  

          

 

  

 

 
 

 
        

    التناجات المسا  ة في حالا  :الخلاصة 
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 :حساب معاملات السلسلة( 2 -11

 :  نعتبر السلسلا  التاليا الموافةا لل الا ال وريا لورها  :  حساب : أولا 

     
  

 
                   

 

   

 

 :نحس  التناج  التالي 

       

 

  

   
  

 
                   

 

   

   

 

  

 

       

 

  

   
  

 
   

 

  

             

 

   

   

 

  

             

 

   

   

 

  

 

       

 

  

  
  

 
    

 

  

             

 

  

 

 

   

             

 

  

 

 

   

 

       

 

  

   
  

 
   

 

  

     
  

 
         

     
 

 
       

 

  

   

 :  نعتبر السلسلا  التاليا الموافةا لل الا ال وريا لورها   : حساب : ثانيا

     
  

 
                   

 

   

 

          :نحس  العبارة التاليا 
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          :نحس  نناج  العبارة التاليا 

 
  

 
        

 

  

                              

 

   

  

 

  

 

 
  

 
                    

 

  

                
 

  

 

 

   

 

                 
 

  

 

 

   

                
 

  

                
 

  

   

 :  التناج  له قيما  يصب      ن جا 

                 
 

  

 

 

   

                
 

  

     

                 
 

  

 

 

   

                
 

  

                
 

  

   

                 
 

  

 

 

   

                   

            

 

  

            
 

 
            

 

  

    

 :  نعتبر السلسلا  التاليا الموافةا لل الا ال وريا لورها   : حساب : ثالثا

     
  

 
                   

 

   

 

          :نحس  العبارة التاليا 
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          :نحس  نناج  العبارة التاليا 

 
  

 
        

 

  

                              

 

   

  

 

  

 

 
  

 
                    

 

  

                
 

  

 

 

   

 

                 
 

  

 

 

   

                
 

  

                
 

  

   

 :  التناج  له الةيما  يصب      ن جا 

                 
 

  

 

 

   

                
 

  

     

                 
 

  

 

 

   

                
 

  

                
 

  

   

                 
 

  

 

 

   

                   

            

 

  

            
 

 
            

 

  

   

 وانقطاع سلسلة فوريه  استمرار -33
 شروط دريكل  لاستمرار وانقطاع سلسلة فوريه

 :نفرض الشروط التاليا  

 .      جعرفا ووحي ة الةيما جا   ا  ن  أ  ال ق ولة جك نةط في المجا       ال الا  .1

 .   ب ورة        ننون لوريا خارج المجا       ال الا  .2

 .      جستمرنان في المجا        و      ال التان  .3

 : ن ةذ نةو   ن  سلسلا فوريه الموافةا نتةارب إلى 
 .نةطا استمرار  إذا حانت       قيما ال الا  -
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            الةيما  -

 
 .نةطا انةطاع  إذا حانت  

و تمث     ن  النةطا      هما ئايا الطرف الأيمك و الأيسر  لل الا        و        حيي 
 :النيايتين التاليتين 

          
    

       

          
    

       

 
 
 

 :مساواة بارسيفال -30
 :مساواة بارسيفال الخاصة( 1 -12

 

 
       

 
   

    

 

 
  

 

 
     

    
  

 

   

 

        
 

 
       

 
   

 

  

 
  

 

 
     

    
  

 

   

 

 :مساواة بارسيفال المعممة( 2 -12

   
 

 
            

    

 

 
    

 
             

 

   

 

       
 

 
            

 

  

 
    

 
             

 

   

 

 :أي     جعاجات السلسلا المرافةا لل الا    و    و  حيي أن المعاجات 

     
  

 
        

   

 
      

   

 
 

 

   

 

 :أي     جعاجات السلسلا المرافةا لل الا    و    و  حيي أن المعاجات 
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 :برهان مساواة بارسيفال الخاصة( 3 -12

   
 

 
       

 
   

 

  

 
  

 

 
     

    
  

 

   

 

   
 

 
       

 
   

 

  

    
 

 
  

  

 
                   

 

   

 

 

   
 

  

 

      
 

  
  

 
                   

 

   

 

 

  
  

 
 

 

  
  

 
                  

 

   

                    

 

   

 

 

 

      
 

  
  

 
 

 

                     

 

   

                   

 

   

 

 : جك العبارةل ينا الح  الأخير

                   

 

   

 

 

 

                    

 

   

                    

 

   

  

                                    

 

   
   

                                    

 

   
   

                                    

 

   
   

  

                                      

 

   
   

 

 ينون جع وجا   إلى    نناج  هذه الح ول الأخيرة جك 
                                                            

    ينون غير جع وجا و يعطد الةيما   إلى    نناج  هذه الح ول الأخيرة  جك 
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 :نشر بعض الدوال الشهيرة  -31

 :  ن رس ال الا ال وريا التي لورها :3مثال 
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 :تطبيق مساواة بارسيفال الخاصة
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 :الشكل العقدي لسلسلة فوريه -34

 :تعري  الشكل العقدي لسلسلة فوريه( 1 -14
 له العبارة التاليا   الشن  العة ي لسلسلا فوريه الموافةا ل الا لوريا لورها 

               

  

    

 

   
 

  
                

    

 

 

 له العبارة التاليا   الشن  العة ي لسلسلا فوريه الموافةا ل الا لوريا لورها 

            

  

    

 

   
 

  
             

 

  

 

 

 :يأخذ الةيم التاليا   و المعاج  

   

 
 
 

 
 

 

 
                    

 

 
                  

 

 
                              

  

 :البرهان على الشكل العقدي لسلسلة فوريه( 2 -14
 له العبارة التاليا   الشن  العة ي لسلسلا فوريه الموافةا ل الا لوريا لورها 
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 :   إلى   بالنسبا للمجموع في الح  الثالي نةوم بعمليا إسنال لة 

      
  

 
          

      

 
     

  

   

   
        

 
     

  

    

 

   
        

 
    

      

 
     

  

 
  

 :و نستنتج أن السلسلا لها الشن  العة ي التالي
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 علاقات خاصة بتحليل الأشعة -31
مختلف المةالير في الطبيعا التي ن رس في  لم الفيزياء   إن (:المقدار الشعاع  و السلم )تعري   (1 -15

 . سلميةح رعا الحرارة و الحجم و السر ا نعطى بأرقام حةيةيا، ونسمييا جةالير 

( متجهة) شعاعيةالير نسمييا جة( ش ة)أجا المةالير الأخرى حالةوة وشعاع السر ا و حميا الحرحا التي لها اتجاه و طويلا 
. 

 :و له الخواص التاليا     نرجز للشعاع بالرجز :  ترميز خاص بالشعاع

 .  و اختصارا نرجز لها      : طويلة -

 .يح ل بيانيا في وعول قور أو جعلم جستوي أو جعلم فضاةد : اتجاه -

 .    هو جستةيم يحم  الشعاع : منحى -

 .و حرة حس  طبيعا الشعاع نةطا ب ايا الشعاع ،و هد نو ان جةي ة: نقطة تأثير -

  :تعريفات أساسية( 2 -15

 شعا ين جتساويان ينتج جك هذا نساوي في الطويلا و الاتجاه    و    : تساوي الأشعة -3

 

يسمى ع اء     ،المة ار ( سلمد)  ل حةيةد   نعتبر :  الجداء مقدار سلم  ف  شعاع -0
 :، وهو جة ار شعا د له الخواص التاليا   في الشعاع    المة ار السلمد 

 .   و اختصارا نرجز لها         : الطويلة. 

 .   نس اتجاه الشعاع     ، إذا حان      اتجاه الشعاع     إذا حان : الاتجاه. 

 .     هو نفسه جن ى الشعاع : المنحى. 
 .    و هد نفسيا نةطا ب ايا الشعاع : نقطة التأثير. 

          : شعا ين ، نرجز لمجمو يما بة     و    :  شعاعين مجموع -1
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 : مليا الجمع بيانيا نتم حس  الخطوات التاليا و هد جلخصا في الشن  التالي

 .    و    رسم الشعا ين  :   الخطوة 

 .  إلى ئايا الشعاع     س   ب ايا الشعاع  :   الخطوة 

 .   إلى ئايا الشعاع     جك ب ايا الشعاع    رسم المحصلا  :   الخطوة 

 
و بنفس الطريةا يتم جمع مجمو ا جك الأشعا باستخ ام نفس الخطوات جثنى جثنى أو الجمع المباشر في ثاث خطوات 

 :حس  الشن  التالي 

 .رسم الأشعا في جعلم واح   :   الخطوة 

ايا الو و  س   ب ايا الشعاع الأو  إلى ئايا الشعاع الثاني ، وننرر العمليا جع بةيا الأشعا إلى غ :   الخطوة 
 .إلى أخر شعاع 

 .جك ب ايا الشعاع الأو   إلى ئايا الشعاع الأخير   رسم المحصلا  :   الخطوة 

 

 .في الاتجاه    يعاحس      و                  : الطرح هو  مليا جمع حيي نرجز  :ملاحظة 

بالعاقا التاليا  له شعاع وح ة يعرف   الشعاع  :، مثلا هد وح ة طويلا الشعاع : شعاع الوحدة لشعاع -4

: 
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 : القوانين الجبرية للشعاع  -1

 :                       الجمع تبديل  ف  مجموعة الأشعة. 

              

 : الجمع تجميع  ف  مجموعة الأشعة. 

                        

 : جداء المقدار سلم  بشعاع تجميع . 

              

 :   الجداءجمع مقدارين سلميين توزيع  على . 

                

 : جمع الأشعة توزيع  على جمع مقدارين سلميين. 

                   

و أشعا الوح ة لنظام الإح اثيات   جعرف في جعلم فضاء جزول بمب أ    لينك الشعاع : مركبات الشعاع  -6

:         ننت  الشعاع بشن  ع ي . لى الترني                  للم اور الأساسيا             المستطيلا 
                   

 

 :و نستطيع الترجيز للمرحبات السلميا حالتالي

و       و              .  

 :و نسمد المرحبات الشعا يا ح  جك الأشعا التاليا و حس  الشن  التالي 
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 . و النانج جة ار سلمد: الجداء السلم   -7

                            

 :وله الخواص التاليا.      و      الزاويا بين الشعا ين   حيي 

              :                                الجداء السلم  تبديل  . 

                          :   الجداء السلم  توزيع  على الجمع. 

 :التعبير عن قيمة الجداء السلم  بالمركبات السلمية للأشعة .

                        

                      

                                               
                   

 .و النانج جة ار شعا د : الجداء الشعاع   -8

                            

 
 :وله الخواص التاليا.      و      الزاويا بين الشعا ين   حيي 

و اتجاهه يح ل بةا  ة الي  اليمنى     و    شعاع الوح ة للج اء  مولي  لى المستوي المشن  جك الشعا ين 
 .، أو عيا لوران البرغد                        

 :الشعاع  بالمركبات السلمية للأشعة التعبير عن قيمة الجداء .
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 : علاقات عامة للجداء السلم  و الشعاع   -9

             
      

      

      

  

                                                      

 حجم جتوازي المستطيات له الأحرف                                     

                                  

                                  

                                                       

                                                       

                                                                           

 : اشتقات الأشعة  -32

 :  بالنسبا للمتغير السلمد                                جشتق ال الا الشعا يا 

      

  
    

    

              

  
 

   

  
   

   

  
   

   

  
    

 :      وبنفس الطريةا نعرف المشتةات الجزةيا للمتغيرات 

 :  جثا بالنسبا للمتغير 

 
   

  
 

   

    
    

 
              

  
 

   

  
   

  
 

   
    

   

  
 

   
    

   

  
 

   
    

 : علاقات خاصة باشتقات الأشعة  -33
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              لالتا ( الشعاع)و يعرف المؤثر : المؤثر دالتا -30

     
 

  
   

 

  
   

 

  
 

             : التدرج  -31

     
 

  
   

 

  
   

 

  
 

 :حساب الموترات علاقات ف   -36
 .ويستعم  في الحسابات الفيزياةيا"        -نونر" جشتق جك حلما  :         الـموتر -

 أساس جتعاج  جتجانس  لنظام إح اثيات جستطيلا                   لينك
أو نعبر               ولينك الشعاع .  

 (.جثا ضغط جاةع)جة ار سلمد   ، لينك ( جثا سر ا نةطا جاليا)             ( نرجيز أينشتايك) ليه بال لي  المتنرر 

 .1جك ال رعا ( ننسور)جونر     يعتبر الشعاع  -

 ، لتنك هذه المصفوفا 9  ل  نا رها  3هو جصفوفا جربعا جك ال رعا  2المونر جك ال رعا  -

                 
                                                     

 :يعطينا شعاع( بهذا الترني  جصفوفا ثم شعاع) الجداء التنسوري لمصفوفة و شعاع -

           

         

         

         

  

  

  

  

         

 

   

 و هو شعاع          

                 
                 

                 

                 

  

 

 
 

        
 
   

        
 
   

        
 
    

 
 

 و هو شعاع               
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هو مجموع مجموع ع اء جثنى جثنى لعنا ر جصفوفتين ، :                      الانكماش المضاع  -
نانج جك ع اء  ويسمى اننماش نظرا لوعول نةصان في رنبا الج اء إلى المة ار السلمد، رغم أن هذا الج اء

وحأن هناك  بورا  لى ) 1ذو ال رعا  ، فيناك اننماش جك جونر إلى سلمد( أي جونر) 2جصفوفتين جك ال رعا 
 (.   -رنبا الشعاع - 1الرنبا 

                      

 

   

 

 

   

  و هو جة ار سلمد    

 :ويسمى الج اء التنسوري بين جصفوفتين  (هو  مليا لاخليا في مجمو ا المصفوفات)  جداء مصفوفتين -

 : مليا غير نب يليا ، هذا الج اء يعطد جصفوفا حما يلد 

                       
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
       

 

   

       

 

   

       

 

   

       

 

   

       

 

   

       

 

   

       

 

   

       

 

   

       

 

    
 
 
 
 
 
 
 
 

 و هو جصفوفا      

و هو  مليا غير نب يليا  ويعطد ( هو  مليا غير لاخليا في مجمو ا الأشعا) التنسوري لشعاعين داءالج -
 جصفوفا 

                        
  

            

            

            

 جصفوفا  

 :الـمؤثرات   -

   والمة ار السلمد                              ك الشعاع  لين:المستطيلة  الإحداثيات     

 :        التدرج. 

                 
  

   
       

  

   
     

 

   

 
  

  
       

  

  
        

  

  
 و هو شعاع         

               

                

                

                

  

 
 
 
 
 
 
 
  

  

  

  

  

  
  

  

  

  

  

  
  

  

  

  

  

   
 
 
 
 
 
 

 و هو جصفوفا   

 :          التفرت . 
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 و هو جة ار سلمد    

              

          

          

          

  

 

 
 
 
 

    

  
 

    

  
 

    

  
    

  
 

    

  
 

    

  
    

  
 

    

  
 

    

   

 
 
 
 

       
    

   
 

         

 و هو  شعاع 

 :             لابلاسيان. 

                         
   

   
 

   

   
 

   

   
  و هو جة ار سلمد     

                                 

 

 
 
 
 

   

   
 

   

   
 

   

   

   

   
 

   

   
 

   

   

   

   
 

   

   
 

   

    

 
 
 
 

  
    

      
 

       

  و هو جة ار شعا د  

  وهو  مليا لاخليا في مجمو ا الأشعا :          الدوران . 

               
    

    

    
   

 
 
 

          
  

  
 

  

  
         

  

  
 

  

  
          

  

  
 

  

  
        

  وهو  مليا  غير لاخليا في مجمو ا الأشعا :              المضاع  الهرميت . 

            
   

   
 

   

   
 

   

   
  

   

      
 

   

      
  

   

      
 

 .لاباس يبةد  لى الرنبا ، ال وران لا يغير رنبا الشعاعالت رج يرفع الرنبا ، التفرق ينةص الرنبا ، : ملاحظة عامة

 :    علاقات ف  الحساب مرتبطة بالمؤثر  -
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 لوران ن رج جع وم                 

 نفرق لوران جع وم                  

                                   

 

 :تكامل دالة شعاعية  -3

       إذا حان
 

  
 :      و جنه ينون التناج  غير المح ول ال الا الشعا يا        

 شعاع ثابت                                 

 :   إلى     جك        و التناج  المح ول ال الا الشعا يا 

        

 

 

 شعاع ثابت                             

 :علاقات ف  التكاملات لها علاقة بالأشعة  و المؤثرات  -0

                    وال الا الشعا يا              نعتبر ال الا السلميا  

              :المتغيرات الثاثا في الفضاء، و أشعا الوح ة لأساس المعلم هد           : بحيي 

 (:علاقة أوستروغرادوسك  ) علاقة التفرت  -1

   السط    المغلق  لى الحيز   : هذه العاقا نسم  بت وي  التناج   لى حجم إلى نناج   لى سط  أو العنس   
العاقا نعطى بما . وجوعه إلى الخارج    شعاع وح ة ناظم  لى     ،   و لى السط    شعاع جعرف في الحيز    ، 
 :يلد
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وننت  . ن فق شعاع خارج جك سط  جغلق يساوي نناج  نفرق هذا الشعاع  لى حجم الحيز المغلق بالسط  :تعري  
 :هذه العاقا بشن  آخر

  
   

  
 

   

  
 

   

  
   

 

                  

 

   

 
   

   
  

 

        

 

 

  (:وسچعلاقة )علاقة التدرج  -

 :   هذه العاقا نسم  بت وي  التناج   لى حجم إلى نناج   لى سط  أو العنس 

                     

 

           

 

 

 : علاقة  الدوران  -

        :العاقا نسم  بت وي  التناج   لى حجم إلى نناج   لى سط  أو العنس هذه

                 

 

          

 

 

 :علاقة ستوكس -

               :هذه العاقا نسم  بت وي  التناج   لى سط  إلى نناج   لى جن ني أو العنس  

                      

 

            

 

 

 .المغلق بالمن ني   يساوي ن فق لوران هذا الشعاع  بر السط      لى المن ني     تجوا  شعاع   :تعري  
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  :نظرية غرين -

   نسم  هذه العاقا بت وي  التناج  خطد في الاتجاه المباشر  لى جن ني جغلق    إلى نناج  سط د  لى السط  
 .   المغلق بالمن ني  

   .جغلق جستويسط    ريك حالا خا ا جك نظريا ستوحس ، حيي چنظريا  :ملاحظة

          

 

   
  

  
 

  

  
     

 

 

 : مساواة غرين الأولى -
              

 

         

 

 

 : مساواة غرين الثانية -
              

 

             

 

 

 :المشتق الخاص -

 : سر ا الجسيم ذو الموضع     حيي    المت رحا جع الموضع   المشتق الخاص لل الا السلميا 

  

  
 

  

  
                      

 :    مشتق تكامل حجم  تابع للحيز    -
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 :الأشكال الثلاثة للمشتق الزمن   -
بالنسبا للزجك نج  ثاث   بالنسبا للفضاء والزجك لها  اقا بالسريان ، ول راسا نغيرات ال الا        لتنك لالا 

لماء ئر ، وفي   أشنا  أساسيا جك أع  المشتق الزجني ، وجك أع  تح ي  هذه الأفنار نعتبر جثا جةياس لرعا الحرارة 
 . وهد غير جستمرة        ع لرعا الحرارة نتعلق بالموضع وبالزجك الواق

نضع جسبار لةياس لرعا الحرارة . وجك أع  تح ي  لرعا الحرارة للماء في نةطا جك النير  لى السط  الحر لهذا النير 
 :لسر ا ويوع  ثاث حالات لهذه ا      يسج  لرعا الحرارة الل ظيا ، ونعتبر هذا المسبار يت رك بسر ا  

 :وجنه نغير لرعا الحرارة ينون جع الزجك فةط أي   المسبار لا يت رك جع النةطا :  الحالة الأولى
  

  
 

  

  
 

أي أن   ينون جع الموضع و   حيفيا وجنه نغير لرعا الحرارة        المسبار يت رك بسر ا   :  الحالة الثانية
 :و المشتق الزجني ينون          

  

  
 

  

  
 

  

  

  

  
 

  

  

  

  
 

  

  

  

  
  

  

  
 

  

  
                       

 :جساويا لحرحا الجسيمات التي في تماس جعه والمعاللا ننت      المسبار يت رك بسر ا :  الحالة الثالثة
  

  
 

  

  
                        

 .اص أو المشتق التابع لل رحاوق  سميناها في جا سبق المشتق الخ

  :  تعميم الاشتقات التابع للزمن على دالة  -

 :حس  العبارة التاليا   بحيي هذه ال الا هد نناج  ل الا 

           

 

 

 . و هو نناج  حجمد  لى الحيز 

 : الحالة الأولى  المسبار ثابت 
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 :      الحالة الثانية المسبار يتحرك بسرعة 
  

  
 

  

  
                       

  

  
  

  

  
                  

  

 

 :مع الجسيمات      الحالة الثالثة المسبار يتحرك بسرعة 

  

  
  

  

  
                

    

 

   حيز جت رك جك الوسط المالي ق ول بالسط   هد  حيي 

 

 

 

 

 


